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Resumo 
Sistemas fuzzy têm-se mostrado de grande aplicabilidade e capacidade de modelar 
problemas do mundo real. Mesmo fenômenos que admitem funções para sua modelagem 
matemática podemos recorrer a sistemas fuzzy lingüísticas com certas propriedades. Os 
sistemas fuzzv de interesse neste trabalho são aquelas que, em certo sentido, aproximam 
funções definidas em espaços métricos. 
1 
Abstract 
Fuzzy system has shown a great applicability and capacity of modeling problems of 
real world. The same phenomenon that allows function for its model mathematics can 
appeal the fuzzy system linguistics with right property. The fuzzy system of interest in 




Conceitos subjetivos sempre foram utilizados em nosso cotidiano. Apesar de suas 
incertezas, eles são transmitidos e perfeitamente compreendidos língüisticamente entre 
interlocutores. É natural, por exemplo, a utilização dos termos João é alto, Pedro é velho 
e etc. Apesar destes termos serem muito utilizados, têm permanecido fora da formalidade 
matemática tradicional. 
Nos fixando apenas no exemplo das pessoas altas; uma proposta para formalizar 
matematicamente tal conjunto poderia ter pelo menos duas abordagens. A primeira, 
mais clássica, distinguindo a partir de que valor (altura) um indivíduo é considerado alto, 
por exemplo, ser alto é ter mais de 1, 80m, observemos então que uma pessoa com 1, 79m 
não é considerada alta. Neste caso, o conjunto está bem definido. A segunda, menos 
convencional, é dada de maneira que todos os indivíduos são considerados altos com mais 
ou menos intensidade, ou seja, existem elementos que pertenceriam mais à classe dos altos 
que outros. Isto significa que quanto menor for a altura do indivíduo, menor será seu grau 
de pertinência à esta classe. Podemos dizer então que todos os indivíduos pertencem à 
classe das pessoas altas, com mais ou menos intensidade. É a segunda abordagem que 
utilizaremos neste texto. 
Foram através de desafios como este, onde a propriedade que define o conjunto é 
subjetiva, que surgiu a Teoria Fuzzy, que tem crescido consideravelmente em nossos dias, 
tanto do ponto de vista teórico como nas aplicações em diversas áreas de estudo, sobretudo 
em tecnologia. 
O marco inicial da teoria fuzzy foi o artigo Puzzy Sets publicado em 1965, pelo ma-
temático de origem iraniana Lotfi Asker Zadeh, professor no departamento de engenharia 
elétrica e ciências da computação da universidade da Califórnia, em Berkeley [19], com a 
principal intenção de dar um tratamento matemático a certos termos lingüísticos subjeti-
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vos. Esse seria um primeiro passo no sentido de se programar e armazenar conceitos vagos 
em computadores, tornando possível a produção de cálculos com informações imprecisas, 
a exemplo do que faz o ser humano. 
Quando queremos explicar ou entender certos problemas reais, na maioria das vezes 
nao utilizamos uma matemática formaL e sim regras lingüísticas, e quase sempre essas 
regras são da forma "Se.,. então ... ". Por exemplo, sabemos que podemos comparar a cor 
do tomate com o quanto ele está maduro, podemos explicar isto usando o termo "Se o 
tomate está vermelho, então ele está maduro", e não precisamos necessariamente de uma 
tabela numerando as tonalidades de vermelho para explicar o quanto um tomate está 
maduro. Tendo em mãos a teoria de conjuntos fuzzy, é possível fazermos uma modela-
gem matemática dessas regras, construindo assim um sistema fuzzy baseado em regras 
lingüísticas. 
Em nosso trabalho, o objetivo fundamental é estudar as propriedades de sistemas fu-
zzy, baseados em regra lingüísticas, aproximarem funções. Sendo assim, se a modelagem 
ideal de um problema real for dada por uma função a qual não conseguimos obter uma 
expressão para ela, podemos recorrer a um sistema fuzzy lingüístico com certas proprie-
dades, de maneira que estes sistemas se aproximem da função teórica, conseguindo desta 
forma uma modelagem mais próxima da realidade. 
O primeiro capítulo de nosso trabalho é dedicado justamente a um estudo detalhado 
das principais ferramentas de análise da teoria fuzzy, tais como conjuntos fuzzy, extensão 
de Zadeh, números fuzzy e outros. Além disso, tratamos de alguns conceitos mais pro-
priamente ditos da lógica fuzzy, como t-normas e t-conormas, assuntos estes usados na 
modelagem de termos lingüísticos. 
O capítulo 2, tem embasamento teórico, principalmente nos livros de Kosko [10] e 
Nguyen [13] onde são dados, respectivamente, tratamentos teóricos aos sistemas fuzzy 
baseados em regras lingüísticas de uma forma natural. E um tratamento matemático 
de sistemas fuzzy, dando uma modelagem matemática para estes sistemas de uma forma 
geraL utilizando como ferramentas a teoria vista no primeiro capítulo. 
:\o capítulo 3, fazemos um estudo da propriedade de um sistema, baseado em regras 
lingüísticas aproximar de uma função real. Este estudo foi baseado na teoria clássica 
de aproximação, mais especificamente, utilizando como suporte o teorema de Stone-
\Veierstrass. 
No último capítulo, nos preocupamos em apresentar mais alguns resultados ligados 
a teoria de aproximação envolvendo teoria fuzzy, que são apresentadas em duas seções: 
" a seção 1 é baseada no artigo de Hüllermeíer [8], onde apresentamos um resulta-
do que nos permite, através de sistemas fuzzy, com certa propriedades específicas, 
aproximar funções fuzzy. 
" na seção 4.2 fazemos um estudo de dois métodos de aproximação universal de con-
junto fuzzy, utilizando o princípio de extensão de Zadeh, obtidos respectivamente 
do artigo de Buckley &f Feuring [4]. e do artigo de Román-Flores, Barros &f Bassa-
nezi [3]. Apesar desses métodos não utilizarem sistemas fuzzy baseados em regras 
lingüística para aproximação, são métodos muito utilizados quando temos em mãos 
as funções que modelam os fenômenos em estudo. 
Capítulo 1 
Conceitos Fuzzy 
A noção de conjunto fuzzy, dada por Zadeh [19] em 1965, estende aquela de conjunto 
clássico no sentido que a relação de pertinência de um elemento a um conjunto deixa de 
ser uma relação dicotômica, isto é, para um subconjunto A de um conjunto universo X e 
um elemento x E X, temos apenas as possibilidades de x E A ou x f/c A. Por exemplo, 
sabemos que o número 3 pertence ao conjunto dos números ímpares e que o número 4 
não pertence a este mesmo conjunto. No entanto, podemos discordar quanto ao fato de o 
número 10 pertence ou não ao conjunto dos números naturais "pequenos". Neste caso a 
resposta não é objetiva. Pertencer ou não poderá depender do tipo de problema em mãos. 
Este exemplo é apenas uma das inúmeras situações em que o significado de pertinência 
não está definido e, nestes casos, não sabemos dizer se o elemento pertence ou não a um 
dado conjunto. 
A idéia de Zadeh foi flexibilizar a pertinência de elementos aos conjuntos criando a 
noção de grau de pertinência. Um elemento poderia pertencer parcialmente a um dado 
conjunto. Voltando ao caso do conjunto dos números naturais "pequenos", podemos dizer 
que o número l teria um grau de pertinência maior que o grau de pertinência do número 
10 em relação a este conjunto. Para modelar matematicamente este "conjunto", Zadeh 
propôs o conceito de conjunto fuzzy. 
1.1 Conjuntos Fuzzy 
Para obter a formalização matemática de um conjunto fuzzy, nos baseamos no fato de 
que todo subconjunto clássico A de um conjunto universo X # 9 pode ser caracterizado 
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por uma função denominada função característica do conjunto A, definida por 
se x E A; 
se x 'f. 
Podemos notar que o objetivo da função característica de um subconjunto A C X é 
indicar se um elemento x E X pertence ou não a dependendo de sua imagem em {O, 1}. 
Assim, a função característica descreve completamente o conjunto A, já que indica quais 
elementos do conjunto X são elementos de 
Baseando-se em uma "generalização" da função característica de um conjunto, defi-
nimos um conjunto fuzzy. 
Desta forma, cada subconjunto A de X tem sua função característica. Mais ainda, 
prova-se que a cada função 
X=XA· 
X -+ {O, l} existe um único conjunto A C X tal que 
Definição 1.1.1 Um subconjunto fuzzy A do conjunto universo X é caracterizado por 
uma função J.1A : X -+ [0, 1], chamada função de pertinência do conjunto fuzzy A. 
O valor J.1A(x) E [O, 1] indica o grau com que o elemento x de X pertence ao conjunto 
fuzzy A, com J.1A(x) =O e !LA(x) = 1 indicando, respectivamente, a não pertinência e a 
pertinência completa de x ao conjunto fuzzy A. Observamos que a definição de conjunto 
fuzzy foi obtida simplesmente ampliando-se o contra-domínio da função característica, 
isto é, do conjunto {0, 1}, para o intervalo [0, 1]. Assim podemos notar que todo conjunto 
clássico é um caso particular de conjunto fuzzy, onde a função pertinência que o caracte-
riza é sua função característica. 
Observações: 
L Com o intuito de simplificar o texto, iremos referir a subconjunto fuzzy apenas por 
conjunto fuzzy. 
2. Quando quisermos nos referir a um conjunto clássico A, iremos apenas dizer conjunto 
.4, sem usar a palavra "clássico". Porém se A for um conjunto fuzzy, usaremos a 
palavra fuzzy para diferenciá-lo do conjunto clássico. 
3. Vimos que fixado o conjunto X, a função J.1A caracteriza completamente o conjunto 
fuzzy .4. Por esse motivo, muitas vezes iremos nos referir ao conjunto fuzzy A 
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citando apenas a função que o caracteriza !LA· Omitiremos também em alguns casos 
o índice A na notação JLA, isto é, !LA será denotada apenas por JL. 
Exemplo 1.1.1 Consideremos o subconjunto fuzzy P dos números naturais "pequenos": 
P = { n E N; n é pequeno} 
O número 1 pertence a esse conjunto? E o número 99? Dentro do espírito da teoria 
fuzzy, poderíamos dizer que ambos pertencem a P porém com diferentes graus de per-
tinência, de acordo com a propriedade que o caracteriza. Ou seja, a função de pertinência 
de P deve ser "construída" de forma coerente com o termo "pequeno" que caracteriza seus 
elementos no conjunto universo dos números naturais. Uma possibilidade para a função 
pertinência de P é 
l 
f.lp(n) = --. 
n+l 
Neste caso podemos dizer que o número 1 pertence a P com grau de pertinência JLp(l) = 




',,'',,f I' (n) 
~-------- :-_-::..=::: .... ~------
99 N 
Figura 1.1: Conjunto fuzzy dos números naturais "pequenos". 
Notemos que a escolha da função f.lP neste caso foi escolhida de maneira totalmente 
arbitrária, levando em conta apenas o significado da palavra "pequeno". Portanto existe 
infinitas maneiras de modelar matematicamente o conceito de "número natural pequeno". 
Uma outra maneira possível é 
Claro que a escolha de qual das funções deve ser adotada para representar o conjunto 
fuzzy em questão depende de fatores que estão relacionados com o contexto do problema a 
ser estudado. Do ponto de vista apenas da teoria fuzzy, qualquer uma das duas funções de 
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pertinência acima podem ser representantes do nosso conjunto fuzzy P. Porém, o que deve 
ser notado é que cada uma destas funções produzem conjuntos fuzzy distintos. Finalmente, 
está implícito que dois conjuntos fuzzy .4 e B são iguais quando JlA(x) = JlB(x), para 
todo x E X. 
Exemplo 1.1.2 Um conjunto fuzzy 
função de pertinência é da forma 
é dito em forma de sino ou Gauss·iana se sua 
para qualquer a e b reais. 
1 ---------------------
a 
Figura 1.2: Conjunto fuzzy em forma de Sino ou Gaussiana 
1.2 Operações entre Conjuntos Fuzzy 
Sejam A e B subconjuntos clássicos de X representados pelas funções características 
XA e X 8 , respectivamente. Os conjuntos 
A U B = {x; x E A ou x E B}, 
AnB={x; xEAexEB}, 
A'={xEU; xrf.A} 
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têm respectivamente as funções características, 
XA·-cs(x) = min{XA, Xs}, 
Pensando novamente em conjuntos fuzzy como sendo uma extensão de funções ca-
racterísticas, podemos definir união, intersecção e complementar de conjuntos fuzzy. 
Observação: Seja Xi E !R, para todo i = 1, 2, ... , n. No decorrer desse texto 
x 1 Vx2 V ... Vxn ex1 1\x2 /\ ... J\xn denotarãomax{x1,x2 , ... ,xn} emin{x1 ,x2,··· ,xn}, 
respectivamente. 
Definição 1.2.1 Sejam A. e B conjuntos fuzzy. A.s funções pertinências que representam 
os conjuntos fuzzy união, intersecção e complementar de conjuntos fuzzy são dadas por, 
/JAus(x) = max{tJA(x), !Js(x)} = !JA(x) V !Js(x), 
f.LAns(x) = min{tJA(x), !Js(x)} = !JA(x) 1\ !Js(x), 
fJA'(x) = 1- !JA(x), 
respectivamente. 
Existem conjuntos fuzzy com propriedades especiais que serão de muito uso no decor-
rer do texto, assim denotaremos estes conjuntos com nomes especiais, como por exemplo, 
conjunto fuzzy normal e semi-contínuo superior. 
Definição 1.2.2 Um conjunto fuzzy .4 é normal se !JA(x) = 1 para algum x E X. 
Definição 1.2.3 Um conjunto fuzzy A é semi-contínuo superiormente se sua função 
pertinência p,4 é uma função semi-continua superior. 
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1.3 Níveis de um Conjunto Fuzzy 
O conceito de nível de um conjunto fuzzy é de fundamental importância na teoria de 
conjuntos fuzzy. 
Definição 1.3.1 Sejam .4. um conjunto fuzzy e a E [0, 1]. Definimos como a-nível de .4. 
o conjunto 
[.4.]" = {x E X:f.1A(x) :C: a} (a> O) 
e 
(suporte de .4) 
decorrer do texto, denotaremos por :F(X) o conjunto de todos conjuntos fuzzy 
de X. 
Temos ainda que se .4 é um conjunto fuzzy então [.4.] : [0, 1] -+ P(X), dada por 
[A.](a) = [A.]" é uma multifunção, isto é, uma função que associa elemento a conjunto. 
Este é um fato que colaborou muito para o desenvolvimento da teoria fuzzy, pois muitos 
resultados existentes hoje nessa teoria, foram retirados da teoria de multifunções. 
Uma forma equivalente de representar o conjunto suporte de um conjunto fuzzy é 
dada pela seguinte proposição. 
Proposição 1.3.1 Seja A E :F(X), então 
[.4]0 = u [.4]" 
O<o::Sl 
Demonstração: Dado x E [A.J 0 existe {xn}neN c;; {x E X; f.lA(x) >O} tal que lim Xn = 
n->oc 
.T. Como f.lA(xn) >O, para todo n E N, temos que 
{xn}neN Ç U [A]", 
O<a:Sl 
então 
X E u [.4]". 
O<o::Sl 
Por outro lado, se 
X E u [.4.]" 
ü<a:Sl 
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então existe 
{.rn}nE~ Ç U [A]<\ 
O<o::Sl 
tal que lim Xn = x. Assim para cada n E N temos que JLA(xn) > O, que implica em x 
n--tX 
r 4"0 pertencer a L· l . 
Proposição 1.3.2 Sejam A e B E :F(X), então: 
1. A= B se, e somente se, [A.]"= [B]", 'da E [O, 1]. 
3. [A]"# 0 para todo a E [O, 1] se, e somente se, A é um conjunto fuzzy normal. 
4- A relação 
A Ç B <=> f.LA(x) S f.Ls(x), 1:/x E X<=> [A]" Ç [B]", 'da E [O, 1] 
é uma ordem parcial sobre :F( X) 
Demonstração: 
D 
(1) Suponha que A= B, então para todo x E X temos que JLA(x) = J.Ls(x). Assim, se 
x E [A]" temos que JLs(x) = f.LA(x) ;::: a, logo x E [B]". E se x E [B]" analogamente 
temos que x E [A]". 
Por outro lado, dado x E X temos que JLA(x) E [O, 1] então x E [A]~'A(xl, o que 
implica pela hipótese da proposição que x E [B]~'A(xl, logo JLs(x) ;::: f.LA(x). Supo-
nha que f.Ls(x) # JLA(x) temos então que f.Ls(x) > f.LA(x), ou seja, existe 5 > O tal 
que J.Ls(x) = f.LA(x) + 5, assim x E [B]MA(x)+b implicando em x E [A]~'A(x)+b, então 
JL 4 (x) 2': JL4 (x) + 5 > f.LA(x) o que é um absurdo. Portanto JLs(x) = f.LA(x), ou seja, 
A=B. 
(2) Se x E [A]il temos que f.LA(x) ;::: fJ ;::: a, logo x E [A]" satisfazendo a primeira in-
clusão. Para a = O a segunda inclusão é imediata. Suponha então que a > O, assim se 
x E [A]" ocorre que JLA(x) 2': a> O, portanto x E [A] 0 , concluindo a demonstração. 
(3) Suponha que [A]"# ó. para todo a E [O, 1], logo existe x E [A.]', ou seja, f.L.4(x) = l. 
Portanto .4 é um conjunto fuzzy normal. 
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Por outro lado se A é um conjunto fuzzy normal, existe x E X tal que JlA(x) = 1, 
logo 114 (x) >a, para todo a E [O, 1]. Conseqüentemente [A]"# cp para todo a E [0, 1]. 
(4) Seja J1A(x) :s; Jle(x), para todo x E X Dado x E [A]",para algum o E [0, 1] te-
mos que lle(x) ?: JlA(x)?: a, então x E [B] 0 . 
Seja "' Ç [B]'\ \f a E [O, 1]. Suponha que existe x E X tal que ll·A(x) > lle(x), desse 
modo x E ["4]"A(x), mas x !f. [B]MA(x), o que é um absurdo. Portanto p,4 (x) :s; p,8 (x) Vx E 
X D 
C ma pergunta interessante é: "Dada uma família { Na}aE[O.lj de subconjuntos não 
Yazios de X, existe um conjunto fuzzy A : X ---+ [0, 1] tal que [A]" = N,, para todo a?" 
A resposta a essa pergunta é o Teorema de Representação de Negoita/Ralescu, 
cuja versão geral é a seguinte: 
Teorema 1.3.3 (Negoita & Ralescu [11]) Sejam X um conjunto e {N,},E[O,lj umafamüia 
de subconjuntos de X tais que: 
1. No= X 
00 
3. al :s; 0:2 :s; ... ' lim ap = a =? JV, = n N,p 
p~oo 
p=l 
Então o conjunto fuzzy A : X ---+ [O, 1] definido por 
p,4 (x) = sup{a E [O, 1];x E N,} 
tem a propriedade que [A]"= N,, para todo a E [0, 1]. 
Definiremos a seguir tipos especiais de conjuntos fuzzy que serão de grande Im-
portância para nossas conclusões. 
Definição 1.3.2 Um conjunto fuzzy A é dito fuzzy-convexo se o conjunto [A]" é con-
vexo para todo a E [O, 1]. 
Definição 1.3.3 Um conjunto fuzzy A é dito suporte compacto se o conjunto [A] 0 é 
um conjunto compacto. 
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1.4 Princípio de Extensão de Zadeh 
Nessa seção estudaremos um princípio que permite associar conjuntos fuzzy de um 
domínio em conjuntos fuzzy de outro domínio a partir de uma função clássica" Este 
princípio surge da necessidade de aplicarmos uma função clássica a argumentos imprecisos" 
Isto é se tomarmos uma função f : X -+ Y e precisamos aplicar esta função a argumentos 
fuzzy" Para isso precisamos recorrer a uma extensão de f que tem a forma 
j: :F(X) -+ :F(Y), 
e será denotada como sendo a extensão de Zadeh da função f 
Para introduzir este princípio, discutiremos um caso especial muito utilizado na teoria 
clássica" Dada a função f : -+ Y e o subconjunto clássico A de temos que f(A) = 
{y; f- 1 (y) nA# 1>} é um subconjunto de Y" Representando este conjunto através de sua 
função característica 
vemos que 
para cada y E Y" 
se y E f(A) 
se y !f_ f(A), 
se r 1 (y) # 1> 
De fato, dado y E Y, suponhamos primeiro que f- 1 (y) # Ç>, então temos dois casos a 
considerar: 
(i) Se f- 1(y) nA# 1> então y E f(A) e assim Xt(A)(Y) = 1 e neste caso existe x E A tal 
que f(x) = y, logo sup XA(7) =L Portanto 
TEf-l(y) 
sup XA(7) = xf(A)(Y)o 
TEj-l(y) 
(ii) Se f- 1(y) nA= 1> então Xf(A)(Y) = 00 Temos ainda que f(x) # y para todo x E A 
implicando sup XA(7) = 00 Assim 
TEj-l(y) 
sup XA(T) = Xj(A)(Y)o 
TEJ-l(y) 
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Suponhamos agora que f- 1(y) = tjJ, então y íí! f(A) implicando Xf(A)(Y) =O. 
Podemos generalizar esta técnica para conjuntos fuzzy, tornando assim o caso acima 
um caso partícular, portanto definiremos o princípio de extensão de Zadeh. 
Definição 1.4.1 A extensão de Zadeh da função f : X -+ Y aplicada em um conjunto 
fuzzy A é a função], cuja função de pertinência de f(M.4 ) é 
pora cada y E Y. 
Exemplo 1.4.1 Segue imediatamente da definição que se f(x) =c, constante real, então 
/(11) = X{,}• para todo conjunto fuzzy 11: lR-+ [O, 1] normal. 
Proposição 1.4.2 Sejam f : X -+ Y e j sua extensão de Zadeh. Então 
para todo x E X. 
Demonstração: Pela definição 1.4.1 
se x E j- 1(y), 
se x íí! f-'(y). 
se y = j(x), 
se y =I j(x). 
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Se f é bijetora, então (i(p))(y) = p(f- 1 (y)) e assim podemos construir o gráfico do 
conjunto fuzzy ](p) (figura 1.3). 
lJ -----k 1------------------------------~ 
I I / 'f.t(.r:) 
. _________ l _______ j__________________ : 




Figura 1.3: Gráfico de ](p) 
A seguir veremos alguns resultados de extensão de Zadeh que nos ajudarão a concluir 
resultados futuros. 
Teorema 1.4.3 Sejam X e Y conjuntos não vazios e f : X -+ Y uma função sobrejetora. 
Então 11 atinge seu máximo em f- 1(y) para todo y E Y se, e somente se, [j(p)]" = f([p]") 
para todo 11: X-+ [0, 1] e o E [O, 1]. 
Demonstração: Se y E [J(f.L)]", então 
(/(p))(y) 2: o, ou seja, sup p(T) 2: o. 
TE/-1(y) 
Como. por hipótese, existe x E f- 1 (y) tal que p(x) = sup p(T) > o, segue que 
TEj- 1(x) 
Y E f([p]"). 
Agora, se y E f([p]"), existe y = f(x). Daí 
(i(p))(y) = sup f.L(T) 2: f.L(x) 2: o, 
TEJ-l(y) 
isto é y E [}(p)]". 
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daí 
Por outro lado, dado y E Y, suponha que sup J.L(r) = s, ou seja, (}(J.L))(x) = s, 
rEJ-l(y) 
s E rf(J.L)]' = f([J.L]') 
Isto é, existe x com J.L(x) 2': s tal que f(x) = y. Mas, pela definição de s, tem-se J.L(x) = s. 
Observação: Pela demonstração acima fica claro que a inclusão, f ([J.L]"') c [}(J.L)]"', 
sempre ocorrerá. 
O teorema seguinte foi inicialmente demonstrado por Nguyen [12] para o caso em 
que f R x R -+ R e por Cabrelli e al. [51 para o caso de um sistema de conjunto 
fuzzv interados, no estudo de construção de imagens. 
no estudo de sistemas dinâmicos discretos. 
recentemente por Barros [1] 
Com a finalidade de se obter novas propriedades nas famílias dos conjuntos fuzzy, 
denotaremos o seguinte conjunto: 
:FK(X) ={!L: X-+ [O, lj; [J.L]"' é compacto e não vazio para todo a E [O, 1]}. 
Teorema 1.4.4 Se f: Rn-+ JR.n é contínua, então a extensão de Zadeh j: :FK(JR.n)-+ 
F K (JR.n) está bem definida e, 
para todo a E [O, 1]. 
Observação: Lembremos que para se provar que ](J.L) E :FK(JR.n ), basta verificar que 
os conjuntos [}(J.L)]"' são não vazios e compactos para todo O ::; a::; 1. Assim, provaremos 
apenas que [}(!L)]"= f([J.L]"), já que f([J.L]") é não vazio e compacto pela continuidade de 
f, uma vez que 11 E :FK(JR.n). 
Observemos também que sendo f contínua, f- 1 (y) é fechado e tem-se [11] 0 n f- 1 (y) 
compacto por ser um conjunto fechado dentro do compacto [J.L] 0 
Demonstração: Dividiremos a demonstração em dois casos a > O e a = O. 
i. Para a> O. 
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Seja y E [](p)]"', então (](p))(y) 2: a e assim, f-1(y) # cj;, bem com [,u] 0nj-1(y) # 0. 
Assim. 
(](,u))(y) = sup ,u(T) = sup ,u(T) = p(x) ::0: a 
TE.f-'(y) TE[a]on.r-'(y) 
para algum x E [,u] 0 n f- 1 (y ), uma vez que J.L é semicontínua superiormente e [J.L] 0 n f- 1(y) 
é compacto (Ver Rudin [17] pág. 195). Logo f(x) = y e J.L(x) ::0: a, isto é, x E f([,u]"'). 
Por outro lado já vimos f([!l]") C [](11)]", sempre ocorrerá. 
n. Para a = O, tem-se 
A= {y; (J(!l))(y) >O}= f{y; !l(Y) >O}= J(B). 
Se y E então 
sup fl(T) >O. 
TEj-l(y) 
daí existe x com f(x) = y e fl(x) >O, isto é, y E J(B). 
Se y E J(B), então existe x E B com y = f(x), logo 
isto é, y E A. 
Agora, 
por f ser contínua, e 
sup fl(T) ::0: 11(x) >O 
TE.f- 1(y) 
A= J(B) :::> j(B) 
A= f(B) c f(B) = f(B) 
pela compacidade de B e a continuidade de f. 
Portanto 
D 
Note que a família {f([p]"), O ::; a ::; 1} define um único conjunto fuzzy, já que há 
uma correspondência biunívoca entre um conjunto fuzzy e a família {[p]",O::; a::; 1}. 
C ma conseqüência imediata do teorema acima é o seguinte: 
V 'úmeros Fuzzy· 19 
Corolário 1.4.5 Se f é contínua .. então f é monótona no seguinte sentido 
](fJ) ::-;](v) se fJ ::-;v, 
onde fJ ::-; v significa fJ(x) ::-; v(x) para todo x E JR:". 
Demonstração: Basta provar que i/(~J)]" C f(fM]") para todo a E [0, 1]. 
Mas, como 
[p]" C [v]" V o E [0, 1] 
e 
[J(p)]" = f([p]") 
tem-se o resultado desejado. 
1. 5 Números Fuzzy 
Assim como no caso clássico, aqui também temos o objetivo de fazermos "contas". 
A diferença é que aqui pretendemos calcular quantidades imprecisas. Por exemplo, todos 
nós somos unânimes em dizer que o dobro de uma quantidade "em torno de 5" resulta 
em outra "em torno de 10". Para isto, "criaremos" objetos que generalizam os números 
reais. Tais objetos serâo chamados de números fuzzy. 
O conceito de número fuzzy vem do fato de muitos fenômenos não poderem ser carac-
terizados por números precisos. de um modo geral podemos dizer que, em um problema 
concreto, muitos números que lá aparecem são idealizações de informações imprecisas en-
volvendo valores numéricos. Por exemplo, quando medimos a altura de um indivíduo, o 
que obtemos é um valor numérico carregado de imprecisões. Tais imprecisões podem ter 
sido causadas pelos instrumentos de medidas, pelos indivíduos que estão medindo, pelo 
indivíduo que está sendo medido e etc. Finalmente optamos por um valor preciso (um 
número real) a para indicarmos a altura. No entanto, seria mais prudente dizermos que a 
altura é "em torno de a". Neste caso, matematicamente, indicamos a expressão "em torno 
de a" por um conjunto fuzzy A cujo domínio é o conjunto dos números reais. Também 
é razoável esperar que J.lA(a) = L A escolha dos números reais como domínio é porque, 
teoricamente, os possíveis valores para a altura são números reais. 
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Definição 1.5.1 Um conjunto fuzzy N é chamado número fuzzy quando o conjunto 
universo, onde N está definido, é o conjunto dos números reais (f.LN(x) : R-+ [0, 1]) e 
satisfaz às condições: 
2. é um intervalo fechado, lia E [0, 1]. 
3. O suporte de , supp(N) = [N]D, é limitado. 
Denotaremos por ;V(JR.) o conjunto dos números fuzzy. 
Observemos que, com a definição 1.5.1, todo número real r é um caso particular de 
número fuzzy cuja função de pertinência é sua função característica: 
X{r)(x) = { ~ se x =r 
se x i= r. 
Denotaremos aqui X{r}(x) por f. 
Proposição 1.5.1 N(JR.) C .:FK(JR.). 
Demonstração: Se N é um número fuzzy, então para todo a E [O, 1] temos que 
[N]" i= cj;> e [N]" é um subconjunto fechado do conjunto compacto [N] 0 (Prop. 1.3.2 -
Item 2). Portanto /li E .:FK(JR.). 
o 
Os números fuzzy mais comuns são os triangulares e os trapezoidais. A seguir daremos 
as definições desses números fuzzy. 
Exemplo 1.5.2 Um número fuzzy A é dito triangular se sua função de pertinência é da 
forma 
o se x <a 
x-a se a :S x :S b 
f.hA_(x) = b-a 
se b :S x :S c 
o se x >c 
Números Fuzzv 
para a< b <c. 
1 -----------------:i\ 
/i\ I : 
I : . : 
(J b c ;t 
Figura 1.4: Número fuzzy Triangular 
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O gráfico de um número fuzzy triangular tem a forma de um triângulo, tendo como 
base o intervalo [a, b] e, como único vértice fora desta base, o ponto (b, 1). Deste modo, os 
números reais a, b e c definem o número fuzzy triangular A, que será denotado pela terna 
ordenada (a; b; c). 
Notemos que o conjunto fuzzy acima não é necessariamente simétrico já que c- b 
pode ser diferente de b- a. Porém, f.LA(b) = 1, podemos dizer que o conjunto fuzzy A é 
um modelo matemático razoável para a expressão lingüística "perto de b". O mesmo nâo 
podemos dizer da expressão "em torno de b", onde esperamos uma simetria. 
Exemplo 1.5.3 Um número juzzy A é dito trapezoidal se sua junção de pertinência é da 
forma 
o se x <a 
x-a se a :::; x :::; b b-a 
f.LA(x) = 1 se b :::; x :::; c 
x-d se c :::; x :::; d c-d 
o se x > d 
para a < b < c < d. 
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:r 
Figura 1.5: Número fuzzy Trapezoidal 
1.5.1 Operações Aritméticas com Números Fuzzy 
Aqui definiremos apenas as operações de adição entre números fuzzy e multiplicação 
de número real por números fuzzy. É claro que se são números fuzzy (l'vl, N E 
;V (iR)), não podemos esperar que as operações aritméticas usuais entre funções sejam 
adequadas sobre as funções pertinências 1-'M e 1-'N. Por exemplo, se somarmos ponto a 
ponto corno é usual entre funções, pode ocorrer que 
(1-'M + 1-'zv)(x) = 1-'M(x) + 1-'zv(x) rt [O, 1], 
assim o conjunto JV(iR) não seria fechado em relação a esta operação. 
A solução desse problema foi encontrada via extensão de Zadeh (ver seção 1.5). Afim 
de obter uma operação entre números fuzzy, consideremos a função f : iR. x iR. --+ iR. dada 
por f(x 1 , x2 ) = x 1 + ::r2 , assim sua extensão de Zadeh induzirá uma adição do seguinte 
modo: 
Analogamente, para definir uma multiplicação de escalar por um número fuzzy, con-
sideremos a função g : iR. --+ iR. onde g(x) = ..\x para algum..\ E R Como g é bijetora 
temos pelas propriedades da extensão de Zadeh que (g(!-'zv))(y) = f.Lzv(g- 1(y)), logo se 
..\ # O temos que (g(f.L1y))(y) = 1-'zv(Y/ ..\). Agora, se ..\ = O temos g(x) = O para todo 
1 E X, então pelo exemplo 1.4.1 obtemos (g(f.LN))(y) = X{o} = Õ. 
Portanto a partir do que foi visto acima podemos definir as operações de adição e 
multiplicação por escalar sobre o conjunto }{(iR.). 
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Definição 1.5.2 Sejam J'vf e N dois números fuzzy, e À um número real. 
1. A soma dos números fuzzy J\!J e N é o número fuzzy, M + , cuja função de 
pertinência é 
!L:vi+:V(x) = sup {!LM(Y) A J.lx(z)} 
y+z=x 
2. A multiplicação de À pelo número fuzzy 
pertinência é 
é número fuzzy, 
se À# O 
se À= O. 
, cuja função de 
uma maneira alternativa, e mais pratica, de ser fazer estas operações é por meio dos 
a-nÍ\·eis dos conjuntos fuzzy envolvidos. 
Teorema 1.5.4 Se 
a E [0.1] tem-se 
e são dois números fuzzy e À um número real, então para todo 
[M + N]" = [M]" + [MJ" = {o+ b; a E [c'vf]" e b E [N]"} 
e 
[ÀN]" = À[NJ" = {J\a; a E [N]"} 
Demonstração: Temos que N(R) c FK(JR) (Proposição 1.5.1), e que as funções 
f: lRxlR -;. lR g: lR -;. lR 
e 
(xr, x2) -i- Xr + x2 X >-l> ÀX 
são contínuas, assim pelo teorema 1.4.4 e utilizando o resultado demonstrado por Nguyen, 
provando inicialmente o teorema 1.4.4 para o caso em que f : lR x lR -;. JR, temos que 
logo, 
[NJ + N]" = [J.lM+N]" 
= [/(J.LN, J.lM )]" 
= f([J.LN]", [J.lM]") 
= [J.l!Y-J" + [J.L M J a 
= [N]" + [NJ]" 
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Por exemplo, da definição 1.5.2, 2(4) = 8, e do teorema 1.5.4, [2(4)]" = {8} para 
todo a E 1]. 
Apresentaremos agora, alguns resultados que serão de grande importância para a 
conclusão de resultados futuros desta dissertação. 
Proposição 1.5.5 Sejam N um número fuzzy e f : lR. -+ lR. uma função contínua, então 
/(,uN ), onde j é a extensão de Zadeh da função f, é um número fuzzy. Temos ainda que 
[N]" é o intervalo fechado [n1, n2 j, onde 
n 1 = min{!(x); x E [N]"} 
e 
n2 = max{f(x);x E [N]"}, 
para cada a E [O, 1]. 
Demonstração: Pelo teorema 1.4.4 temos que 
[/(,UN )]" = f([,UN]"'). 
Logo, pela definição de número fuzzy e pela continuidade de f temos que 
1. [/(wc )]"' # 0, v a E [O, 1]. 
2. [/(,uN )]"é um intervalo fechado [n1, n2 ], v a. E [0, 1]. 
3. O suporte de cf(v-N)), supp(/(fJN)) = [/(,uN)]0, é limitado. 
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Portanto temos que a extensão de Zadeh ](JLN) é um número fuzzy. Logo para 
concluirmos a demonstração temos que provar que n 1 = min{f(x); x E [N]"} e n2 = 
max{.f(x): x E [ } para cada ex E [0, 1]. Como as demonstrações são análogas, faremos 
apenas o caso nr. 
Como n 1 E fCJL,v]a) temos que existe x 1 E [JLN]" tal que f(xl) = n1, suponha-
mos que existe x2 E [JLs]" tal que x 2 # x1 e que f(x 2 ) = min{f(x):x E [JLN]"}, então 
A seçao seguinte está mais voltada para a lógica fuzzy propriamente dita. Esta é 
uma parte que tem tido grande aplicações na indústria [15]. 
L6 Conectivos Lógicos 
Consideremos a seguinte informação, "Se um tomate é vermelho, então ele está madu-
ro", como neste caso "vermelho" e "maduro" são termos subjetivos, uma possível mode-
lagem para esta informação é utilizando conjuntos fuzzy. O que ocorre em nosso dia-a-dia 
é que iremos nos deparar com informações mais completas, por exemplo, depararemos 
com informações da forma "Se x é A e y é B, então z é C ou z é D". Para traduzirmos 
estas sentenças para uma linguagem matemática, precisamos modelar os conectivos "e" e 
"ou" como também a condição "se ... então". Estes conectivos são de domínio dependentes 
- eles variam de área para área. Portanto, existem várias maneiras de modelarmos estes 
conectivos. Nesta seção investigaremos maneiras para modelar estes conectivos usando 
combinações conhecidas que já estão na forma de conjuntos fuzzy. Desse modo estes 
modelos podem ser vistos como uma extensão dos conectivos lógicos usados na teoria 
clássica. 
1.6.1 t-norma 
Primeiramente consideremos o conectivo "e". Sob o ponto de vista da teoria clássica, 
dizemos que "um número natural n é par e maior que cinco" se ele pertencer ao conjunto 
dos números naturais pares e ao conjunto dos números maiores que cinco, ou melhor, 
se n pertencer a intersecção destes conjuntos. Sendo assim uma maneira de modelar o 
conectivo "e" na teoria clássica é utilizando intersecção de conjuntos. Vimos na seção 1.3, 
que a extensão de intersecção de conjuntos para intersecção de conjuntos fuzzy é por meio 
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da aplicação 1\ [O, 1] x [O, 1] -t [O, 1] onde x 1\ y = min{x, y}, que satisfaz as seguintes 
propriedades: 
"1/\x=x,VxE[O,l]: 
" X /1 y = y I\ x: 
e x;\(yi\Z)=(xlly);\z; 
" se v ::; lL ex ::; y então v 11 x ::; w /\ y. 
Assim, uma operação binária 
!c- [O, 1] X [O, 1] -t [O, 1] 
satisfazendo as propriedades acima é um candidato à modelar o conectivo no caso 
fuzzy. Observemos que x 1\x = x também ocorre, mas que não exigimos isto para modelar 
este conectivo. Denotaremos por "norma triangular" ou simplesmente "t-norma" corno 
sendo a família das possíveis operações que modelam o conectivo "e". Adotaremos como 
notação genérica para urna t-norma o símbolo 6, e escreveremos x 6 y. 
Definição 1.6.1 A operação binária 6: [0, 1] x [0, 1] -t [0, 1] é uma t-norma se satisfazer 
o seguinte: 
1. 16 x = x (fronteira); 
2. x 6 y = y 6 x (comutativa): 
3. x 6 (y 6 z) = (x 6 y) 6 z (associativa); 
4. se v :S.: w ex ::; y então v 6 x ::; w 6 y (monotonicidade). 
Observemos que por (1) e (4), O 6 x::; O 6 1 = O,então O 6 x =O para todo x E [O, 1]. 
Exemplo 1.6.1 (Exemplos de t-normas) 
{
X(\ y 
" T !c-o y = O 
se x V y = 1 
caso contrario 
e T DJ y = 0 V (T + y- 1) 
Conectivos Lógicos 
xy 
8 X 6 2 y = -;::---,--"-----:-
2- (x + y- xy) 
xy 
.. X D4 y = --"---
X -r y- xy 
" X 6 5 y =X 1\ y 
Observemos que apenas a t-norma 6 0 , deste exemplo, não é contínua. 
1.6.2 t-conorma 
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Analogamente a construção de t-normas, uma modelagem para o termo "ou" na 
teoria clássica é através de união de conjuntos, por exemplo, um número n é 
maior que 1 O ou menor que 5. se ele pertencer ao conjunto dos números naturais maiores 
que 10 ou ao conjunto dos números naturais menores que 5, ou seja, n pertence a união 
desses conjuntos. Novamente da seção 1.3, temos que a extensão de união de conjuntos 
para união de conjuntos fuzzy é obtida pela aplicação da forma V :[O, 1] x [O, 1] -f [O, 1] 
onde x V y = max{x, y }, que satisfaz as seguintes propriedades: 
• OV x = x; 
" x V y = y V x; 
• x V (y V z) = (x V y) V z; 
" se v ::; w e x ::; y então v V x ::; w V y. 
Assim, uma operação binária 
v : [O, 1] X [O, 1] -f [O, 1] 
satisfazendo as propriedades acima é um candidato à modelar o conectivo "ou" nos casos 
fuzzy. Denotaremos por "conorma triangular" ou simplesmente "t-conorma" como sendo 
a família destas operações. Adotaremos como notação genérica para uma t-conorma o 
símbolo v. e escreveremos xvy. 
Definição 1.6.2 A operação binária v : [O, 1] x [0, 1] -f [O, 1] é uma t-conorma se 
satisfazer o seguinte: 
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1. Ov:r = x (fronteira); 
2. xvy = yvx (comutativa); 
3. xv(yvz) = (xvy)vz (associativa); 
4. se v ::; w e x ::; y então v\Jx < w\Jy (monotonicidade). 
Observemos que por (1) e ( 4), 1 = l v O ::; 1 vx, então l \Jx = 1 para todo x E [O, 1]. 
Exemplo 1.6.2 (Exemplos de t-conormas) 
{
xvy 
" x\JoY = 1 
se x 1\ y =O 
caso contrario 
'" xv 1:y = 1 1\ (x + :y) 
x+:y 
1 + x:y 
" xv3:y =X+ y- x:y 
x + :y- 2x:y 
exv4:y= 1 - x:y 
" XY.5:Y =X V y 
A modelagem fuzzy para o termo "Se ... então" será discutida no capítulo 2. 
1. 7 Relações Fuzzy 
Estudos de associações, relações ou interações, entre os elementos de diversas classes, 
é de grande interesse na análise e compreensão de muitos fenõmenos do mundo real. 
!Vlatematicamente, o conceito de relação é formalizado a partir da teoria de conjuntos. 
t:ma relação clássica descreve a interrelação entre dois ou mais objetos e, sendo um 
conjunto, é representada por sua função característica. t: ma relação de amizade entre 
duas pessoas, por exemplo, designada como amigos considera que, nas relações humanas 
ou alguém é seu amigo ou não é, o que é uma simplificação da realidade. Por outro lado, 
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uma relação de amizade fuzzy entre duas pessoas pode considerar o grau de amizade entre 
elas. Sendo assim, dois ou mais indivíduos podem se relacionar com diferentes graus de 
amizade. 
Podemos dizer então que a relação será fuzzy quando optarmos pela teoria dos con-
juntos fuzzy, e será clássica quando optarmos pela teoria de conjuntos clássicos para con-
ceituar a relação em estudo. Qual dos modelos adotar, dentre estes dois, depende muito 
do fenômeno estudado. Lembremos que a teoria fuzzy tem maior robustez no sentido que 
ela inclui a teoria clássica de conjuntos. 
O conceito matemático de uma relação é formalizado utilizando-se do produto car-
tesiano clássico entre conjuntos que será dado a seguir 
Definição 1. 7.1 Uma relação (clássica) R, sobre 1 x X2 x ... x X," é qualquer sub-
conjunto(clássico) do produto cartesiano X 1 x X 2 x ... x Xn· Se o produto cartesiano for 
formado por apenas dois COnjuntos, )(1 X X2, a relação é chamada binária sobre )(1 X )(2· 
Como a relação R é um subconjunto do produto cartesiano, então ela pode ser re-
presentada por sua função característica XR. Assim, 
se (x1,xz, ... ,xn) E R 
se (x1,x2, ... ,xn) 9': R. 
Definição 1.7.2 Uma relação fuzzy R, sobre xl X )(2 X ... X Xn, é qualquer subconjunto 
fuzzy do produto cartesiano X 1 x X 2 x ... x Xn. Se o produto cartesiano for formado por 
apenas dois conjuntos, xj X X2, a relação é chamada de fuzzy binária sobre xl X Xz. 
Se a função de pertinência da relação fuzzy R for também indicada por R, então o 
número R(x1, X2, ... , xn) E [0, 1] indica o grau com que os elementos xi que compõem a 
n-upla (x 1 , x 2 , ... , Xn) estão relacionados segundo a relação R. 
A principal vantagem na opção pela relação fuzzy, é que uma relação clássica indica 
apenas se há ou não relação entre dois objetos, enquanto uma relação fuzzy além de 
indicar se existe ou não relação, indica também o grau desta relação. 
Uma relação fuzzy sobre X 1 x X 2 x ... x Xn que será muito importante para a 
conclusão dessa dissertação, é o produto cartesiano entre conjuntos fuzzy. Da teoria de 
conjuntos clássicos, temos que dados os conjuntos A e B, definimos produto cartesiano 
entre estes conjuntos como sendo o conjunto 
AxB={(a,b);aEA.ebEB}, 
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assim, a função característica que representa o produto cartesiano entre os conjuntos A e 
B é dada por 
XAxs(a,b) = { ~ seaEAebEB 
se arfA ou b rf B, 
ou simplesmente 
XAxs(a, b) = (a) 1\ X3 (b). 
Tratando novamente conjuntos fuzzy como sendo uma extensão de conjuntos clássicos 
a partir da ampliação do contra-domínio da função característica, poderíamos definir 
produto cartesiano entre os conjuntos fuzzy A e B como sendo o conjunto representado 
pela função pertinência 
J.LAxs(a, b) = JLA(a) 1\ J.Ls(b). 
Posto dessa maneira temos que o produto cartesiano clássico é um caso particular de 
produto cartesiano fuzzy, devido a função mínimo ter a propriedade O/\ x = O e 1 /\ x = x, 
para todo x E [O, 1]. Sendo assim, podemos generalizar está definição utilizando t-norma. 
Logo a definição genérica de produto cartesiano fuzzy ficará da seguinte maneira. 
Definição 1. 7.3 O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy Ar, A 2 , .•. , An de 
X 1 , X 2 , ... , Xn. respectivamente, é a relação fuzzy Ar x ih x ... x An representada pela 
função pertinência 
A noção e utilização de produto cartesiano fuzzy ficará mais clara no próximo capítulo, 
onde introduziremos o conceito de sistemas fuzzy, que são sistemas compostos de regras 
da forma "Se ... Então". E veremos que essas regras são produtos cartesianos de conjuntos 
fuzzv. Sendo assim, uma produtos cartesianos fuzzy será uma possível forma de modelar 
o termo "Se ... então". 
Capítulo 2 
Sistemas Fuzzy 
Como fazer uma maquina inteligente? Esta foi á pergunta que mais colaborou para 
o desenvolvimento da Teoria Fuzzy. Através da teoria fuzzy, mais precisamente, com a 
teoria de sistemas fuzzy baseados em regras foi possível obter uma resposta mais concreta 
a esta pergunta (Kosko [10]). 
A idéia é que sistemas fuzzy tem uma "geometria" simples: "Cobre" uma curva 
teórica com "grânulos" (figura 2.1). No decorrer deste capítulo exploraremos a idéia de 
sistemas fuzzy e daremos um tratamento matemático formaL Para termos uma simples 
noção, podemos pensar nisto do seguinte modo. Cada pedaço de conhecimento humano, 
é urna regra da forma SE ... E:\'TAO, que define um "grânulo". Um sistema fuzzy é uma 
coleção de regras fuzzy SE ... EJ\TAO, ou seja, é um grupo de "grânulos". Todas as regras 
definem "grânulos" que tentam cobrir alguma curva que representa a informação correta, 
preCJsa. Os "grânulos" que cobrem melhor a curva, são as melhores regras do sistemas. 
\1ais informações significa mais regras. 'vlais regras significa mais "grânulos" e assim uma 
cobertura melhor. Quanto mais incertas as regras, maior serão os "grânulos" e pior será 
a cobertura. Quanto mais precisas as regras, menores serão os "grânulos" e assim melhor 
será a cobertura. Mas se as regras são totalmente precisas elas não são fuzzy e sim certas. 
Começaremos este capítulo com uma única regra e em seguida trabalharemos com 
muitas regras juntas formando assim a base de regras de um sistema fuzzy. 
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Figura 2.1: 
2.1 Conhecimento corno Regras 
Como argumentaremos? Queremos jogar futebol no sábado ou domingo e não quere-
mos ser molhados quando jogarmos. notícias dizem que há uma boa chance de chover 
no sábado mas só uma leve chance de chover no domingo. Então podemos inferir que 
deveríamos jogar futebol no domingo. Tomamos esta decisão a partir de um conjunto de 
idéias e regras que associam idéias. 
Em linguagens de computador é natural que as regras tenham a forma de declarações 
Se-Então. Se chover, então nos molhamos. Se nos molhamos, não podemos jogar futeboL 
1'\o sábado a chance de chover é maior, assim não devemos jogar futebol no sábado. Se 
não podemos jogar futebol no sábado e a chance de chover no domingo é menor, então 
poderemos jogar futebol no domingo. Assim jogaremos futebol no domingo. 
Conhecimento como regras foi introduzida por Aristóteles. Leibnitz sonhou com uma 
lógica simbólica em que poderíamos colocar todas nossas regras em símbolos e através de 
computadores alcançaríamos verdades matemáticas de fatos diários. Hoje com este mes-
mo intuito cientistas de computador construíram o campo da "inteligência artificial" ou 
AI (artificial intelligence), na convicção que conhecimento é regras e que podemos escre-
ver regras no idioma negro-e-branco de computadores e lógica simbólica. Os "sistemas 
especiais AI" usam de 100 a 1.000 regras bivalentes. Os peritos AI dizem que não veremos 
inteligência "real" em sistemas AI até que eles usem 100.000 regras. 
Queremos dizer "muito" com a regra "Se chover, seremos molhados". Se chover 
um pouco, seremos pouco molhados. Se chover muito, seremos muito molhados. O 
substantivo chuva pode ser representado por conjuntos fuzzy. Quando nos referimos à 
chuva podemos estar nos referindo a chuvisco, chuva média ou chuva forte. Ainda, pouco 
e forte representam subconjuntos fuzzy de chuva. Toda a chuva cai pouco ou muito. Esse 
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é um assunto de grau. Isto é o que os cientistas AI não utilizaram. 
O que é uma regra fuzzy? Regra fuzzy é como relacionamos os conjuntos fuzzy. 
SE é A, Y é B, onde A e B são conjuntos fuzzy. Se a chuva é forte, então 
nos molharemos muito. Se o semáforo indicando vermelho estiver muito próximo, então 
acionamos fortemente o pedal do freio. Se uma ovelha é muito jovem, então ela é muito 
mais preza para os lobos. Essas regras são obtidas através de um especialista do problema 
em mãos ou simplesmente de nosso bom senso. 
Quando Lofti Zadeh introduziu o conceito de conjunto fuzzy em 1965. a visão fuzzy 
erc. só bom senso, e isso não persuade os cientistas. Cm bom modo para fazer com 
que se interessem pelo assunto é geometria, ou seja, mostrando regras fuzzy como sendo 
"grânulos". 
2.2 Regras como Grânulos 
C ma regra fuzzy define o que chamaremos de um "grânulo" fuzzy. "Grânulos", ou 
nuvens cinzas ou também ponto fuzzy são idéias chaves para modelar conhecimento na 
teoria fuzzy. Eles amarram o bom senso a geometria simples e ajudam à transpor o 
conhecimento de nossas cabeças para o papel ou em computadores. Cm processo fuzzy é 
dividido em quatro passos, assim descritos: 
" Fuzzificação: É o processo no qual os valores de entrada do sistema são convertidos 
para conjuntos fuzzy, com as respectivas faixas de valores onde estão definidos. 
" Base de Regras: "Fornece" as relações que, guardarão os conhecimentos dis-
poníveis das variáveis de entrada para compor a variável de saída. 
e Inferência Fuzzy: É responsável pela valoração das regras fuzzy e da forma como 
elas são combinadas para produzir a saída. 
" Defuzzificação: É o processo de conversão de um conjunto fuzzy de saída em um 
número real que melhor o represente. 
A seguir vamos construir um sistema fuzzy para ilustrar cada um destes passos. 
Primeiro, escolhemos os substantivos ou "variáveis". Chamemos estes de X e Y. X 
é a entrada do sistema e Y é a saída, ( Causa, efeito. Incentivo, ação. Questão, resposta). 
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Digamos, por exemplo, que queremos controlar um condicionador de ar. Nesse caso X 
deve ser a temperatura em graus e Y a mudança na velocidade (acelerador) do motor do 
condicionador de ar. !\osso intuito é controlar a temperatura ambiente por meio de um 
dispositivo (acelerador) em um aparelho de ar condicionado. 
-5° 0° 5° 1 0° 15° 20° 25° 30° 35° 40° 
Figura 2.2: Temperatura 
Segundo, escolha dos conjuntos fuzzy. Nós definimos os conjuntos fuzzy dos "subs-
tantivos" (ou variáveis lingüística) X e Y. l'tilizaremos cinco conjuntos fuzzy para tempe-
ratura X: FRIA, FRESCA, I\El'TRA, MORNA e QUENTE. Usaremos estes conjuntos 
fuzzy como sendo números fuzzy triangulares (ver exemplo 1.5.2 e figura 2.2). Poderíamos 
usar outros tipos de conjuntos fuzzy, no lugar de triângulos, como números fuzzy da forma 
trapezoidais ou gaussianas. Também usaremos alguns conjuntos mais largos que outros, 
e para os conjuntos FRIA e Ql'EI\TE usaremos "meios" triângulos. Isto tudo é uma 
questão de bom senso (ou experiência de especialistas). Os conjuntos mais largos são de 
menor importância, eles dão controles mais rústicos. Para um controle ser mais preciso, 
precisamos de conjuntos fuzzy mais finos. Observemos que utilizando conjuntos fuzzy, 
temos a Yantagem da temperatura poder estar em dois conjuntos distintos ao mesmo 
tempo, desta maneira suavizamos a mudança de temperatura, algo que não acontece em 
condicionadores de ar que trabalham com sistemas de controles binários, onde a mudança 
de temperatura é brusca. 
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Para a saída Y utilizaremos cinco conjuntos fuzzy: PARADA, LENTA, :V!ÉDIA, 
RAPIDA e Ml'ITO RAPIDA, indicando a velocidade do motor (figura 2.3). Trabalhare-
mos com a velocidade de motor em números de O a 100. Estes números podem representar 
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Figura 2.3: Velocidade do :\!Iotor 
Terceiro, escolha das regras fuzzy. Este passo associa valores da velocidade do 
motor com valores lingüísticos da temperatura. Temos que aplicar uma velocidade de 
motor fixada a cada valor da temperatura. Comecemos com FRIA. Se a temperatura do 
condicionador indica FRIA, significa que o ambiente não precisa do condicionador para 
resfria-lo. Sendo assim queremos que a velocidade do motor seja PARADA. Assim temos 
nossa primeira regra: Se X é FRIA, ENTAO Y é PARADA. O motor deveria acelerar um 
pouco quando o condicionador de ar se põe em FRESCA: SE X está FRESCA, ENTAO 
Y está LENTA. Agindo do mesmo modo obtemos cinco regras: 
Regra 1: Se a temperatura está FRIA, a velocidade do motor é PARADA. 
Regra 2: Se a temperatura está FRESCA, a velocidade de motor é LENTA. 
Regra 3: Se a temperatura é NEUTRA, a velocidade de motor é !\IÉDIA. 
Regra 4: Se a temperatura está MORNA, a velocidade de motor é R4.PIDA. 
Regra 5: Se a temperatura está Ql'E!'\TE, a velocidade de motor é :\!Il'ITO RAPIDA. 
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Observemos que essas regras foram obtidas a partir de nosso bom senso. Elas são 
regras fuzzy porque as condições "FRIA" efou "RAPIDA" são questões de grau e assim 
podem ser representados por conjuntos fuzzy. "J ós modelamos conjuntos fuzzy por meio 
de números. Isto amarra palaYras à matemática. E onde há matemática há geometria. 
Isso nos leva a dizer que regras fuzzy assemelham-se a "grânulos". Se os conjuntos são 
~!O R:\ A e RAPIDA, a regra 4 diz: Se a temperatura está MORN a Yelocidade de motor 
é RAPIDA. Geometricamente essa regra pode ser vista corno um "grânulo" (veja figura 
2.4). Em matemática chamamos este "grânulo" de produto cartesiano de dois conjuntos 
fuzzy. O que é o produto cartesiano de dois segmentos de reta? Crna área ou retângulo, 
neste caso os conjuntos são clássicos e podem ser representados pelas suas funções carac-
terísticas. No caso de conjuntos fuzzy utilizaremos produtos cartesianos fuzzy (Yer seção 
L 7) para modelar as regras fuzzy ou seja, toda regra fuzzy da forma: "Se X é então 
é B", onde A e B são conjuntos fuzzy, é um conjunto fuzzy representado pela função 
pertinência dada pelo produto cartesiano fuzzy A x B. Para representar um produto 
cartesiano fuzzy utilizaremos "grânulos" de regras corno sendo retângulos. No exemplo 
citado o primeiro segmento de reta é a base do triângulo MORNA e o segundo segmento 
de reta é a base do triângulo RAPIDA. Isso é tudo que usaremos. No caso das regras 
bivalentes utilizadas por cientistas AI, definem pontos, ou seja, definem "grânulos" que 
se reduziram a pontos. 
Outra maneira muito usada para representar geometricamente urna regra fuzzy é 
através do que chamaremos de nuvens. Cma nuvem é urna figura no plano em que os 
pontos que tem maior grau de pertinência são mais escuros que os pontos com menor grau 
de pertinência. 
Escrevemos o produto cartesiano de RÁPIDA e MORNA como RÁPIDO x MORNA, 
da mesma maneira que escreYernos o produto cartesiano de dois conjuntos. O mesmo 
para as outras quatro regras. Então ternos a REGRA 1 como sendo PARADA x FRIA, 
REGRA 2 corno LENTA x FRESCA. REGRA 3 como MÉDIA x NECTRA, REGRA 5 
corno ::VICITO RÁPIDA x QCENTE. 
Observe que começamos com palavras ou idéias e terminamos com geometria. Isso 
significa, que nós podemos usar ou podemos ver o sistema fuzzy inteiro corno sendo 
cinco '·grânulos'· que se sobrepõem (figura 10.5). Queremos ressaltar ainda que quanto 
menos incertas forem as palavras que formam as regras, menores serão as bases dos 
triângulos que as representam como conjuntos fuzzy e conseqüentemente, menores serão 

























Figura 2.4: "Grânulo Fuzzy" 
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os "grânulos" que representam cada regra, ou seja, há intuitivamente uma idéia de que 
as regras se aproximam de funções numa interação ideal de informações. Este é nosso 
principal assunto neste trabalho de teoria de Aproximação. 
2.3 Regras como Linguagem Matemática 
Nessa seção daremos forma matemáticas às regras que compõem um sistema fuzzy, 
utilizando os conceitos dados no capítulo 1. 
Consideremos um sistema fuzzy onde uma entrada x = (x 1 , x 2 , ... , Xn) E xn produz 
uma saída y E Y. Suponhamos que a relação y = f(x) não é conhecida, mas o que 
associa uma entrada à sua saída pode ser representada por uma coleção de regras fuzzy, 
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ou melhor. por regras lingüísticas da forma 
R1: "Se X1 é An e . e Xn é An1 então y é B1" 
R2: "Se X1 é A12 e e Xn é An2 então y é B2" 
Rr: "Se X1 é A.lk e ... e Xn é Anr então y é Br'' 
onde os A' s e B' s são subconjuntos fuzzy de X e Y, respectivamente. Estas regras formam 
o que chamamos de base de regras fuzzy. 
Analisaremos a regra fuzzy: 
R;: "Se X1 é Ali e ... e Xn é Ani então y é B(. 
separadamente. 
Observemos que o termo "xk é Aki" significa o quanto xk pertence ao conjunto fuzzy 
Ak1, que é dado por f.lA,i(xk)· Agora modelando o termo "e" com t-norma temos que 
"x1 é Ali e ... e Xn é An/' é traduzido matematicamente por f.l.4"(xJ) L ... L f.lAni(xn)· 
Assim pela definição 1. 7.3 podemos dizer que a frase "x1 é .411 e . . . e Xn é Ani" é 
modelada pelo produto cartesiano dos conjuntos fuzzy A 1i, ... , ilni, que denotamos por 
Ai = A 1i x ... x Ani, aplicado no elemento x = (x 1 , ... , xn)· Então a regra R; pode ser 
escrita da seguinte forma: 
R;: "Se x é Ai, então y é B;" 
que pela seção anterior, significa o produto cartesiano fuzzy (Ai x Bi), ou seja, um 
"grânulo". Portanto, como a entrada x = ( x1 , ... , xn) E xn é dada, cada regra fuz-
zy da base de regras pode ser escrita como um conjunto fuzzy com função de pertinência 
(2.1) 
aplicada em y E Y. 
Analisaremos agora o sistema fuzzy como um todo. Dado x = (x 1 , ... , Xn) E xn 
temos que x satisfaz à regra R 1 ou à regra R 2 ou à regra R 3, assim por diante, ou 
não satisfaz nenhuma regra. Para mostrar que a afirmação "x não satisfaz nenhuma 
regra" nada acrescenta na modelagem matemática de um sistema fuzzy, analisaremos um 
caso mais simples. 
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Suponhamos que a regra "Se x é A então y é B" significa realmente "Se x é A então 
y é B, ou, se x não é A então y é indefinido". Csando t-conorma para escrever o termo 
"ou", esta regra pode ser representada pela relação fuzzy 
onde o denota "indefinido", isto é, JLo(Y) = O para todo y E Y. Portanto a função 
pertinência que representa esta relação fuzzy é 
(JLA(x) 6 /lB(y))v((l- !lA(x)) 6 J.L0(y)) = (!lA(x) 6 fls(y))v((l- flA(x)) 6 O) 
= (flA(x) 6 fls(y))vO 
= (PA(x) 6 fls(y)), 
que é a mesma função pertinência que representa o conjunto fuzzy da regra "Se x é A 
então y é B". Voltando ao caso do sistema fuzzy temos que considerar apenas os casos em 
que x satisfaz as regras Ri, portanto um sistema fuzzy com k regras é o conjunto fuzzy S 
representado pela função pertinência 
para cada y E Y. De 2.1 usaremos aqui a seguinte definição formal de sistema fuzzy. 
Definição 2.3.1 Um sistema fuzzy com r regras é o conjunto fuzzy S de Y representado 
pela função pertinência 
(2.2) 
para cada y E Y. 
Sendo assim, a função 2.2 indica com que grau cada y E Y pertence ao sistema fuzzy 
S, dependendo da entrada X= (x,, ... ,xn) E xn. 
Exemplo 2.3.1 Dada a entrada x = (x1 , ... , Xn) E xn e sejam a 6 b = a A b e avb = 
a V b, então 
A escolha de 6 e v pode depender do problema em mãos, ou pode ser justificado por 
algum critério de análise. 
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Yimos acima que cada entrada x E xn gera um conjunto fuzzy fls E F(Y) que 
representa o sistema fuzzy S. Assim, denotaremos como função fuzzy a função G : 
X -r F(Y). 
As regras Ri acima são resultados de modelos lingüísticos representados por conjuntos 
fuzz)·. Isto é feito para escolhermos funções pertinência que melhor refletem as semânticas 
lingüísticas representadas. Ajustes dos parâmetros destas funções pertinência pode ser 
necessário para obter uma fiel representação das regras lingüísticas. 
Para melhorar o ponto de vista teórico, analisaremos o problema em que uma entrada 
x = (x1 , x 2 , ... , xn) produz uma única saída, e assumiremos neste caso, um conjunto de 
regras com especificas funções pertinência e conectivos lógicos. 
Exemplo 2.3.2 Suponha que as regras acima são mais precisas no sentido que os con-
juntos fuzzy B{s são clássicos unitários: isto é! 
Ri: "Se X r é A ri, ... , Xn é Ani então y = Yi ", i= L 2, ... , k. 
Neste caso, Bi = {yi}, e 
/ls,(Y) = { ~ se y = Yi 
se y # Yi· 
Conseqüentemente, se y # Yi para todo i= 1, 2, ... , k, 
e disso 
/LR,(Y) = /1A 1,(xr) 6 · · · 6 /LAn,(xn) 6 /LB,(Y) 
= /1A 1, (xr) 6 .. · 6 flAnJxn) 6 O 
::;16 ... 6160=0 
fls(Y) =O 6 ... 6 O= O. 
Se y = y1 , para algum j = {1, 2, ... , k}, 
então, 
fls(Y) = fls(Yj) 
= Ov ... v0v(f1A1i(xr) 6 ... 6 11An,(xn))v0v ... vO 
= J1A 1i (xr) 6 · · · 6 Jl4n, (xn)· 
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Observemos no exemplo acima que para Yj o sistema é representado por um conjunto 
fuzzy. O que ocorre é que estamos procurando um número para ser a saída do sistema, 
pois dessa forma, seria mais fácil de conseguirmos resultados reais através de máquinas. 
Podemos interpretar lls(Yj) como sendo o "peso" de Yj no sistema, então um número 





Este é um dos métodos de defuzzificação de um conjunto fuzzy. :\a próxima seção 
veremos alguns desses métodos. 
2.4 Métodos de Defuzzificação 
A defuzzificação é um procedimento que nos permite interpretar a saída de um mo-
delo lingüístico fuzzy de forma quantitativa, ou seja, ele nos fornece um valor numérico 
representativo que captura o significado essencial de um conjunto fuzzy. Existem muitas 
técnicas de defuzzificação e entre as mais usadas estão: 
" Média dos Máximos; 
" Centro de Area. 
2.4.1 Média dos Máximos 
O método de defuzzificação da Média dos :VIáximos (JVI:VI) fornece a média de todos 
os valores de saída que tenham os maiores graus de pertinência. Suponhamos que "y é 
A" é uma conclusão fuzzy que deve ser defuzzificada. O método de defuzzificação MM 
pode ser expresso da seguinte forma 
y* = LxEPX m(P) 
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onde P é o conjunto de todos os valores de saída com máximos grau de pertinência em 
A, ou seja, 
P = {x; f!A(x) = sup f!A(y)} 
y 
c m(P) é uma medida do conjunto P. I\ote que, se P é um intervalo, então, a técnica 
\!'\! de dcfuzzificação fornece o pomo médio desse intervalo. 
A principal limitação do método de defuzzificação MM é que não considera a forma 
do conjunto fuzzy. Sendo assim, dois conjuntos fuzzy que apresentam diferentes formas, 
porém o mesmo conjunto de valores com grau de pertinência máximo, quando defuzzifi-
cados com está técnica, fornecerá o mesmo valor clássico, o que é contra-intuitivo. 
2.4.2 Centro de Área 
O método do Centro de Area (CA) é a técnica de defuzzificação mms comumen-
te usada. Ele também é citado na literatura como método do Centro de Gravidade ou 
Centróide. Diferentemente do MM, a técnica do Centro de Area para calcular o valor 
numérico representativo considera todo o conjunto fuzzy de saída do sistema. O procedi-
mento é similar ao usado para calcular o centro de gravidade em física, se consideramos a 
função pertinência f!A(x) como a densidade de massa de x. Por outro lado, o método do 
Centro de Area pode ser compreendido com uma média ponderada, onde p_4 (x) funciona 
como o peso do valor x, este foi o método usado para defuzzificar o sistema do exemplo 
2.3.2. Se x é discreto. então a defuzzificação do conjunto fuzzy A é dada por: 
* Lx f!A(x)x 
y = Lx f.LA(x) 
Da mesma forma, se x é contínuo, então, 
* f f!A(x)xdx 
y = f f.LA(x)dx 
A principal desvantagem desse método é seu custo computacional, principalmente no 
caso em que x é contínuo. 
Portanto, vimos neste capítulo que para uma entrada x E !Rm um sistema fuzzy dado 
pelos quatro passos: fuzzificação, base de regras, inferência fuzzy e defuzzificação; irá 
produzir uma saída y E !Rn. Desta forma o sistema fuzzy define uma função que a cada 
x E !Rm associa um y E !Rn. 
Nos capítulos seguintes estudaremos as propriedades de que tais sistemas fuzzy têm 
de aproximarem funções. 
Capítulo 3 
Aproximação Universal 
Para modelarmos fenômenos da natureza, o ideal é que tenhamos uma função que 
o represente bem. Porém, na maioria das vezes não encontramos uma função ideal que 
o modele ou esta função na maioria das vezes é de grande complexidade, dificultando 
a obtenção de informações. Por outro lado, sistemas fuzzy baseados em regras podem 
modelar bem fenômenos a partir de regras lingüísticas, tornando o modelo mais próximo 
da realidade. 
'\este capítulo apresentaremos alguns resultados nos baseando no fato de que sistema 
fuzzy baseado em conjunto de regras lingüística "cobrem" a curva que será candidata a 
ser a função que modela o problema em mãos. Assim sistemas fuzzy serão vistos como 
aproximadores de funções, ou seja, sistemas fuzzy podem aproximar funções. Para isso 
nos basearemos na teoria clássica de aproximação. 
Como vimos no capítulo anterior, um sistema fuzzy define uma aplicação de E.n em 
E. construída de algum modo especiaL a partir de um conjunto de regras da forma "Se 
xi E Aij então y E Bj, i= L ... , n e j = 1, ... , r", onde as variáveis Xi e y são valores 
em R e os Ai1 e Bi são conjuntos fuzzy Sendo assim, daremos ênfase neste capítulo a 
estes sistemas fuzzy e na investigações de seu poder de aproximar funções. 
3.1 Teorema de Stone-Weierstrass 
Dado X um espaço métrico, no decorrer dessa seção C(X) denotará o conjunto de 
todas as funç:ões f : X -+ E. contínuas. 
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Teorema 3.1.1 (Weierstrass) Se f E C([a, b]), então existe uma seqüêncza de po-
linômios Pn convergindo uniformemente para f em [a, b]" 
Esta é a forma em que o teorema foi originariamente apresentado por \Veierstrass" 
A demonstração pode ser encontrada em [18]0 
l\ a demonstração do teorema 30 L5 não necessitamos do teorema 30 L 1 em sua pleni-
tude, mas apenas do seguinte caso especiaL que enunciamos como um corolário" 
Corolário 3.1.2 Para cada intervalo [-a" a]. existe uma seqüência de polinômios reais 
Pn tais que 
Pn(O) =O e lim Pn(x) = !xl 
n-0-x· 
sendo a convergência uniforme em [-a"a]" 
Demonstração: Pelo teorema 3"Ll. existe uma seqüência {p~} de polinômios reais que 
converge para lx! uniformemente em [-a, a]" Em particular, p~(O) -+O. uniformemente, 
quando n -+ x" Portanto se tornarmos os polinômios 
Pn(x) = p~(x)- p~(O) 
ternos a convergência uniforme como desejado" ! I 
Vamos a seguir destacar as propriedades dos polinômios das quais decorre o teorema 
de Stone-Weierstrass" 
Definição 3.1.1 Seja H Ç C(X)" Dizemos que 
10 H é uma subalgebra de C(X) se para a E R e f. g E H temos af, f+ g e fg E H o 
20 H não se anula em nenhum ponto de X se para cada x E X existir h E H tal que 
h(x) i O. 
30 H separa pontos em X se a cada par de pontos distintos x 1 e x 2 E X existir uma 
h E H tal que h(xl) i h(x2)" 
Quando é valida a propriedade "se fn E H (n = 1, 2, o o o) e fn -+ f uniformemente 
em X, então f E H" dizemos que H é uniformemente fechado" Se H é o conjunto de 
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todas as funções que são limites de seqüências uniformemente convergentes de H, então 
H é chamado aderência uniforme ou fecho de H. Se H = C(X) dizemos que H é 
denso em C(X). 
Por exemplo, o conjunto de todos os polinômios é uma subaígebra de C(X), e o teo-
rema de Stone-\Veierstrass pode ser enunciado dizendo-se que o conjunto dos polinômios 
em [a. b] é denso no conjunto das funções contínuas em [a, b]. 
Teorema 3.1.3 Seja H a aderência uniforme de uma subalgebra H de funções limitadas. 
Entôo H é uma subalgebra uniformemente fechada. 
Demonstração: Se f E H e g E H, existem seqüências uniformemente com·ergentes 
{.in} e {gn} E C(K) tais que fn -+ f, 9n-+ g com fn e 9n E H. Como se trata de funções 
limitadas, é fácil mostrar que 
fn + 9n -+f+ g, fn9n-+fg, cfn-+ cf, 
em que c é qualquer constante, sendo a convergência uniforme em cada caso. 
Logo f+ g E H, fg E H, cf E H, de modo que H é uma subalgebra. 
Seja {.in} uma seqüência uniformemente convergente de elementos de H. Existem 
funções {gn} E H tais que 
1 
sup lfn(x)- 9n(x)l < -. 
xEK n 
Se fn -+ f uniformemente é claro que temos também 9n -+ f uniformemente, de modo 
que f E H e H é uniformemente fechada. O 
Teorema 3.1.4 Suponhamos H uma álgebra de funções em um conjunto X que separa 
pontos em X e que nâo se anula em nenhum ponto de X. Sejam XL x 2 pontos distintos 
de X e c1 , c2 constantes reais. Então, H contém uma função f tal que 
Demonstração: Pela hipótese temos que H contém funções g e h tais que g(xi) f' g(x2 ) 
e h(xi) #O. Seja 
u = g+ Àh, 
em que À é uma constante escolhida do seguinte modo: Se g(x1 ) #O, À= O; se g(xJ =O 
e À# O tal que 
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Logo u E H e nossa escolha de À mostra que u(x 1 ) i u(x2 ), u(x 1 ) i O. Se 
segue-se que a i 0: e se 
então f 1 E H h (xJ) = L .iJ (x2) =O. 
Analogamente, existe h E H com h 
tem as propriedades desejadas. [J 
Ternos, agora, todos os elementos necessários para a generalização de Stone do 
teorema de \Veierstrass: 
Teorema 3.1.5 (Stone-Weierstrass) Sejam K um subconjunto compacto de X e H 
uma subalgebm de C(X). Se H separa pontos em X e não se anula em nenhum ponto de 
K, então H= C(K). 
Dividiremos a demonstração em quatro etapas. 
Etapa 1. Se f E H, então lfi E H. 
Demonstração: Seja 
a= sup !f(x)! (3.1) 
xEK 
Dado f> O, pelo corolário 3.1.2 existem números reais c1 , ... , Cn tais que 
n 
I :Lcd -IYII < ê (-a :S y :S a). (3.2) 
i=l 
Como H é uma subalgebra, a função 
n 
pertence a H. Por .3.1 e 3.2, temos 
i g(x) -lf(x)i <f (x E K). 
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Sendo H uniformemente fechada. segue-se que !fi E H. 
Etapa 2. Se f E H e g E então max({ g) E H e 
Por max(f, g), designamos a função h definida por 
h(x) = {f(x) se f(.x) ?: g(x),.· 
g(x) se f(x) < g(x). 
e a função min(f, g) é definida analogamente. 
Demonstração: A etapa 2 resulta da etapa 1 e das identidades 
max(f, g) = f+ 9 + I f - 91, 
2 2 
. 'f' \ f+ mm: .g1 = \ ' 2 
lf- gl 
2 
g) E H. 
Este resultado pode, evidentemente, ser estendido a qualquer conjunto de funções: 
Se fi, ... , fn E H, então max(fl, ... , fn) E H e min(fi, ... , fn) E H. 
Etapa 3. Dados uma função real f, contínua em K, um ponto x E K e " > O, 
existe, uma função tal que 9x(x) = f(x) e 
9x(t) > f(t)- E (tE K). (3.3) 
Demonstração: Como H C H e H satisfaz as hipóteses do teorema 3.1.4, também H 
as satisfaz. Portanto, para todo y E K, podemos determinar uma função hy E H tal que 
hy(x) = f(x), hx(Y) = f(y). (3.4) 
Pela continuidade de hy, existe um conjunto aberto Jy, contendo y, tal que 
hy(t) > f(t)- E (3.5) 
Como K é compacto, existe um conjunto finito de pontos y1 , ... , Yn tais que 
(3.6) 
Pela etapa 2, 9x E H e as relações 3.4 a 3.6 mostram que 9x tem as demais proprie-
dades desejadas. 
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Etapa 4. Dados uma função real .r contínua em K, e s > O, existe uma função 
h E H tal que 
ih(x)- f i <E 
' ' . 
E K). (3. 
Como H é uniformemente fechada, esta afirmação é equivalente à conclusão do teo-
rema. 
Demonstração: Consideremos, para cada x E K, as funções gx introduzidas na etapa 
3. Pela continuidade de gx, existem conjuntos abertos Vx, contendo x, tais que 
gx(t) < J(t) +é (tE K). (3.8) 
Como é compacto, existe um conjunto finito de pontos XL .. . , Xm tais que 
}(c n ... n (3.9) 
Seja 
Pela etapa 2, h E H e de 3.3 resulta 
h(t) > j(t) -E (tE K), (3.10) 
enquanto de 3.8 e 3.9 resulta 
h(t) > j(t) +E (tE K). (3.11) 
Finalmente, 3.7 decorre de 3.10 e 3.11. o 
3.2 Capacidade de Aproximação 
:'\esta seção apresentaremos resultados que permitem estudar a aproxrmaçoes de 
funções reais contínuas por sistemas fuzzy, utilizando como ferramenta base o teorema 
de Stone-Weierstrass. 
Vimos anteriormente que um sistema fuzzy define uma aplicação de JRn em lR. Para 
rever isto, considere a base de regras: 
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R1 : "Se x 1 é A 11 e . . e Xn é An1 então y é B 1" 
R2: "Se x1 é A.12 e ... e Xn é An2 então y é B2" 
onde as YariáveJS Xi e y são valores em lR e os Aij e Bj são conjuntos fuzzy escolhidos 
de forma especial. Assim escolhendo uma t-norma 6 para o conectivo lógico 
t-conorma v para "ou", obtermos a função pertinência 
e uma 
que representa a saída fuzzy do sistema, e para obtermos uma saída precisamos escolher 
um processo de defuzzificação coerente, por exemplo, para este sistema podemos utilizar 
a método do Centro de Area (CA) 
y* = f*(x) = (.[, Yf.ls(y)dy) 
(.["f.ls(y)dy) 
Portanto a aplicação X -+ y* = r (X) depende 
• dos conjuntos fuzzy A;j e Bj, 
• da t-norma 6 e da t-conorma v e 
• do "processo de defuzzificação" f."s -+ y*. 
Sendo assim denotaremos por lvt uma classe das funções pertinência, por 1:. uma clas-
se de conectiYos lógicos fuzzy, e por V um processo de defuzzificação. A terna (M, 1:., V) 
refere-se a uma metodologia que especifica a aplicação entrada-saída y* = f'(x). A 
função r também depende do número de regras r, e esta dependência será indicada pela 
notação J;. 
Baseando-nos no teorema de Stone-vVeierstrass e em condições adequadas para (M, 1:., 
V), mostraremos que a classe de funções {f;, r ::O: 1}, com a norma do sup, é densa no 
espaço das funções contínuas C(K), onde K é um subconjunto compacto de JRn. 
Seja lF a classe das funções f" : JRn -+ lR da forma 
f'(x) = 2:::;~ 1 Yj D. (f."A 1j(xl) 6 .. · 6 f1Anj(xn)) 
· I::;~ 1 (f."A 1j(xJ) 6 ... 6!".4nj(xn)) 
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onde .r= (x 1, ... , Xn) E JR", Yi E R 6 é uma t-norma contínua e A;j são conjuntos fuzzy 
tipo Gaussiana. Isto é. 
(3.12) 
Denotaremos por IFIK os elementos de lF restritos a K. 
Lema 3.2.1 Sejam {a;}r;1 e {bi}i=: conjuntos de números reais positivos finitos. Então 
Demonstração: Dado i E {L ... , m} fixo temos que flj{ a;bj} = a;bk, logo a;bk, ::; a;bj 
para todo j E {L ... , n }. Suponha que bk, # bk, onde bk, = 1\j{bJ}, daí bk1 > bk, e 
a,bh > a;bk, o que é um absurdo. 
Seja (i\; (1\j{ a;b1 })) = 1\{ a;bkJ = aq, bk,. Suponha agora que aq1 f' aq2 onde 
aq2 {a;}, então aq, > aq2 e aq, bk, > aq, bk, o que é um absurdo. Portanto, aq, bk, 
(fl;{ai})(flj{bj}). D 
Teorema 3.2.2 Seja a 6 b = ab ou a 6 b = a 1\ b. Para qualquer subconjunto compacto 
K c Rn, IFIK é denso em C(K) na norma do sup. 
Demonstração: Demonstraremos o teorema para o caso a 1\ b. É suficiente verificar 
as hipóteses do teorema de Stone-\Veierstrass. Primeiro, mostraremos que IFIK é uma 
subalgebra, isto é, se f\ g' E JFIK e o E R então r + g*, r g* e o r estão em lFjK. Isto 
segue-se usando o lema 3.2.1, e que produto de Gaussianas é Gaussiana. 
Para mostrar que lFIK não se anula em nenhum ponto, basta escolhermos Yi > O para 
todo j. Como J.l.ij(x;) >O para todo i e j, temos assim que r(x) >O. 
Agora mostraremos que lFIK separa pontos em K. Sejam u, v E K com u f' v, então 
para r definido por 
r(u) f' r(t'). Estes três passos, garantem que JFIK é denso em C(K). Assim se g E C(K) 
e s > 0, então existe r E lFjK tal que !J r- g Jl< s, onde [J g Ji= VxEKÍg(x)J. 0 
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Logo para !::.., v E C 
Provaremos que g(x) = V(!ls) aproxima f com a precisão desejada. Para isso basta 
provar as propriedades de V, ou seja, que Jls não é identicamente nula e que Jls(Y) =O 
quando y rf (f(x)- é, f(x) +é). Para x E K, existe zi tal que 
v{ li=l,2 ... ,n}S:c5(é) 
Assim 
x - z(j) 
/1Ai
1 
(x,) = ;io( ' 
0 
' ) > O 
pois para todo i temos que 
E 1,1) 
Tomando y = f(zUl), temos qne Jls,(y) = ;i0 (0) >O. Pelas propriedades de t-normas e 
t-conormas, segue-se que Jls(Y) >O. 
Ainda, seja y rf (f(x)- é,/(x) + ê). Pelas propriedades de t-normas, mostrar que 
!ls(Y) =O é suficiente mostrar que para j = 1, 2, ... , r, 
Sendo 6 uma t-norma, Pi =O se algum dos números /l.4ij(xi),Jls,(Y) é O. Se todos são 
positivos, então lf(x)- f(zUl)l S: é/2 pela uniformidade contínua de f em K. Por outro 






/lBJ(t) =fio( c/2 ) =O 
Vimos acima que existem várias classes de sistemas fuzzy que podem aproximar 
funções contínuas definidas em subconjuntos compactos de espaços euclidianos de di-
mensão finita. Sistemas fuzzy propriamente são de dimensão finita no sentido que o 
número de variáveis entradas é finito. Contudo, eles podem ser usados para aproximar 
funções contínuas em espaços de dimensão infinita. 
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Pelo resultado anterior temos que toda função contínua definida em K pode ser 
aproximada por funções de FK, funções estas que são conjuntos fuzzy que representam 
sistemas fuzzy com propriedades específicas, por exemplo, os conjuntos fuzzy têm que ter 
forma Gaussiana í3.12l. . ' 
Discutimos anteriormente que a classe F de funções contínuas depende da metodologia 
(J\..1, L. D) escolhida. Consideremos agora a classe F(~"--1, L, D), onde .'Vi consiste das p, 
tais que f! = Jlo ( ax + b) para algum a. b E R a # O e Jlo contínua, positiva em algum 
intervalo I C IR. e nula para x tJ I, L consiste das t-normas e t-conormas contínuas e 
D é um processo de defuzzificação que transforma cada conjunto fuzzy de saída p, em 
um número real de maneira que se J.L(x) = O para x tJ (o:, 3), então D(J.L) E [o:, 3]. Por 
exemplo, 
que é um processo de defuzzíficação. 
Denotaremos por F(c"--1, L. D) IK os elementos de F(;\..1, L. D) restritos a K. 
Teorema 3.2.3 Para uma metodologia (M, L, D) satisfazendo as condições acima, em 
qualquer compacto K de Rn, lF(.M. L, D) IK é denso em C(K) com a norma do sup. 
Demonstração: Dados f E C(K) e E > O temos que f é uniformemente contínua no 
compacto K, então existe ó(o:) tal que quando 
V { lxi - Yi I; i = 1, 2, ... , n} :::; 5 (c) 
temos que lf(x)- f(y)l:::; s/2. Como K é compacto, existe uma cobertura de r bolas 
abertas de raio O(E)/2 com a j-ésima centralizada em zUl. Consideremos a coleção de r 
regras da forma "Se x1 é A1j e x2 é A 2j e ... e Xn é Anj então y é E/, onde as funções 
pertinência são escolhidas como a seguir. Seja p,0 uma função contínua e positiva no 
intervalo (o:, !3) e O fora deste intervalo. Então a função 












J.lsJ(t)=flo( c/2 ) 
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Teorema 3.2.4 Seja F um subconjunto compacto de C(U), onde U é um espaço métrico 
compacto. Seja J : F-+ IR contínua. Então para cada é> O, existe uma função contínua 
r. de F para o espaço euclidiano de dimensão finita IRq, para todo q, e uma função contínua. 
definida no subconjunto compacto r. (F) tal que para cada f E F, 
Antes da demonstração é importante observarmos que o problema de aproximar J 
por um sistema fuzzy é reduzido ao de aproximar ls por um sistema fuzzy, onde ls é uma 
função contínua com um número finito de variáveis. Se um sistema fuzzy G aproxima Js 
para um é > O dado, então G também aproxima J. 
De fato, 
iJ(J)- g(r(f))l :'Ô lls (f))- g(r(j))l + jJ(J)- ls(r.(J))j 
:-::.; 2e 
Demonstração: Como F é compacto, J é uniformemente contínua em F, então dado 
E > O existe 6(e) > O tal que se 11/- gjj :-::.; 6(E:) então IIJ(f)- J(g)ll :-::.; e. Seja G 
um conjunto finito de pontos de F tal que para todo f E F existe um g E G com 
11/- gjj :-::.; 6(E)/3. Sendo F um subconjunto compacto de C(U), F forma uma família 
de funções equícontínuas, então existe ,B(e) > O tal que se llu- vil :-::.; J)(E) temos que 
l!f(u)-f(v)ll :-::.; 6(e)/4paracadaf E F. Escolhemosumconjuntofinito{v1 ,v2 , ... ,vq} = 
Y c G" tal que para cada u EU, existe v E V onde llu- vil:-::.; B(é). 
Definimos r: F-+ IRq por 1r(f) = (f(v,), f(v 2 ), ... , f(vq)). Obviamente 
IIK(J)- 1r(g)ll = V {I!( vi)- g(v;)J} 
l:Si:s;q 
::::: IIJ - giJ. 
assim 1r é contínua e conseqüentemente r(F) é compacto. 
Definimos ls : ;r (F) -+ IR por 
onde para cada g E G, 
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é uma função contínua de 1r(j). Para cada f E F, existe g E G tal que 
l!1r(f)- 1:-(g)ll S li!- gj[ S 5(e)/3 < ó(t:)/2 
Logo :Se a 9 (f) > O. Desta maneira Js está bem definida e é contínua em 1:-(F). 
Agora, 
(f))l, :::; v \J(f)- J(g)ll 
gEH 
Onde, H= {g E G: 11 7r(f)- 1r(g) liS J(e)/2}. Como para cada u E U, existe v E tal 
que il u- v [IS 8(e), assim 
lf(u)- g(u)[ S if(u)- f( v)[+ I!( v)- g(v)l + jg(v)- g(u)! 
S b(t:)/4 + lf(v)- g(v)[ + b(t:)/4 
Como 
.11 f- g 11 = V{lf(u)- g(u)l} 
G 
S 5(e)/2+ il1r(f)- r.(g) 11 
Então, quando ll11(f)-1r(g) [iS J(e)/2, temos 11 f-g IIS 5(e). Portanto IJ(f)-J(g)l Se, 
implica que para cada f E F, temos 
É importante ressaltar, que os resultados de aproximação de sistemas fuzzy desta 
seção, demonstram que uma função contínua f, pode ser aproximada por funções, mo-
deladas por conjuntos fuzzy, que representam um sistema de regras lingüísticas. Desta 
forma, podemos aproximar um modelo matemático de um fenômeno de uma forma mais 
real. 
Capítulo 4 
Aproximação Universal de Funções 
Fuzzy 
\'este Capítulo veremos dois resultados de aproximação universal para funções fu-
zzy, que diferem do capítulo anterior no sentido que aqui teremos uma aproximação de 
função fuzzy a partir de sistemas fuzzy. Casos vistos anteriormente, utilizamos sistemas 
fuzzy para aproximar uma função real. Dividiremos este capítulo em duas seções, onde 
na primeira trabalharemos com aproximação de funções fuzzy, nos baseando ainda em 
sistemas fuzzy que satisfazem uma propriedade específica. Na segunda seção trataremos 
de aproximação de funções fuzzy utilizando o princípio de extensão de Zadeh (ver seção 
1.4), e neste caso não estamos interessados em base de regras, ou seja, em sistemas fuzzy. 
4.1 Aproximação de Funções Fuzzy por Sistemas Fu-
zzy 
Yimos anteriormente que inferência fuzzy é usada para transformar um conjunto de 
regras em uma função matemática fls que serve como uma aproximação da função ideal 
mas desconhecida L que modela um determinado fenõmeno. No capítulo 2 vimos sistemas 
fuzzy podem ser usados para gerar funções reais f : X -+ Y de um espaço entrada X C JR.m 
para um espaço saída Y C JR.n satisfazendo quatro passos: (1) Fuzzificação dos valores de 
entrada, (2) construção da Base de Regras, (3) inferência fuzzy e (4) defuzzificação dos 
valores de saída. 
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Aqui abriremos mão do processo de defuzzificação para gerar funções G: X-+ F(Y). 
Estamos interessados apenas no seguinte mecanismo: Primeiro, o sistema fuzzy gera uma 
função fuzzy G: X-+ F(Y), de maneira que cada x E X dado, G(x) = 11s é uma função 
de pertinência definida em Y é a saída fuzzy do sistema fuzzy. em seguida, através de 
funções fuzzy G aproximaremos uma função fuzzy F que modela o fenômeno estudado. 
ObserYemos que F associa valores crisp a um conjunto fuzzy, e não é uma função real. 
Portanto se queremos um número real como saída, precisamos defuzzificar o conjunto 
fuzzy, imagem de por algum processo de defuzzificação adequado. 
Consideremos um sistema fuzzy S com r regras da forma 
li 
j 
R,: "Se x é Ar então y é Br'', 
onde e B1, para i E {L 2, ... , r}, são conjuntos fuzzy de IRm e IR.n, respectivamente. 
Admitiremos agora algumas propriedades e notações que serão específicas para esta 
seçao. 
Notação: En é a família dos conjuntos fuzzy A. E .:F(IRn) que são normais, semi-
contínuos superiormente (scs), fuzzy-convexos e suportes compactos (ver Capítulo 1). 
Admitiremos ainda que: 
B; E En,'ii E {L2, ... ,r} 
e 
Vx E X C Rm,:Jj E {1,2, ... ,r} tal que !lAJ(x) >O. (4.2) 
Definição 4.1.1 (Conjunto Fuzzy Básico (CFB)) Dado um sistema fuzzy S, como 
em 4. 1. as r funções básicas fuzzy b1 (j = 1, ... , r) são definidas por b1 : X -+ [0, 1], onde 
f."AJ(x) 
bj(x) = I:;r ( .. 
i=l /1.4, X) 
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Por 4.2 temos que I:~= I f.1Ar (x) > O tornando os CFB · s bem definidos. Evidentemen-
te, I:~=l bi(x) =L para todo x E X. 
Definiremos a saída f.1s = G(x), do sistema fuzzy S(4.1), por G: X-+ F(Y), onde a 
função de pertinência em x é 
r 
G(x)(y) = f.1s(Y) = "f:,b:(x)J.1s,(Y) 
i=l 
Observemos que para cada entrada x E X temos uma função pertinência f.1s em 
Y. Com o intuito de simplificar o texto e incluir a dependência da variável x em f.1s 
denotaremos esta função pertinência por f.1S(x). Temos dessa maneira que f.1s(x) é um 
conjunto fuzzy em Y. tal que 
r 
f.1S(x)(Y) = "i:,b;(x)f.1Br(y), 
i=l 
para cada y E Y. 
A propriedade abaixo é de grande importância para os resultados neste capítulo. 
4.1.1 Propriedade p(E, 5) de Aproximação Universal 
Definição 4.1.2 (propriedade p(c, 5)) Sejam E, 5 >O e d(., .) uma métrica em X. Um 
sistema fuzzy S com as descrições J,.l possui a propriedade p(E, 6) se satisfizer o seguinte: 
Vi E {1, ... ,r}3zi E [Ai] 0;b;(x) :S: e, qdo d(x,zi) 2:5. (4.3) 
Para :r E X e E> O, definimos lr(x,e) ={i E {1, ... ,r};bi(x) >c} e h(x,r;) = 
{1.. ... r}" ! 1 (x. e). 
A grosso modo, a propriedade acima impõe que a influência de cada regra no sistema 
fuzzy S venha a ser pequena no exterior de uma certa região. 
Observemos que 11(x, c)# tj;, para E< 1/r. 
De fato, para cada x E X seja 
onde c E {L .... r}, logo, 
r 
Tf.1AJx) 2 L11Ai(x) >O 
i=l 
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então. 
DaL 
A definição da propriedade p(E;, 6) é baseada nas CFB · s bi. "ia proposição a seguir 
veremos para quais condições das funções pertinência JlA,, a propriedade p( E, 5) é satisfeita. 
Proposição 4.1.1 SejaS um sistema fuzzy com a seguinte propriedade: 
onde 
À= inf (max JlAJx)). 
xEX O_:Si_:Sr . ' 
( 4.4) 
Então S satisfaz a propriedade p( E, 6). 
Demonstração: Pela hipótese temos, 
b·( ) = Jl.dx) 
' X "'' . ) úk=1 JlAk (x 
para todo x tal que d(x, zi) 2': 6. Por definição 
para algum c E {L .... r}. logo 
ÀE JlA,(x)E 
2::~= 1 JlAk(x) :::; 2::~= 1 JlAk(x) ::;; é. 
Portanto, bi(x) :::; c o 
Agora denotaremos S, como sendo uma seqüência de sistemas fuzzy com r regras. E 
seja e, a função definida por 
e, : R;_ --* [o. 1] 
o --* max { sup b;( x)} 
iE{l, ... ,r} d(X,Zi)?:_O 
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onde zi E [Ai] 0 
:\a prum do teorema 4.1.4 abaixo, nos defrontaremos com o seguinte problema: Para 
c:, 15 > O podemos encontrar um sistema fuzzy 5 satisfazendo a propriedade p( c I r, 5), 
com r o número de regras em s~ Esta questão é equivalente a alegar que existe uma 
seqüência de sistemas Sr em um compacto X C iRm com lim rer(6) =O, para r5 >O fixo. 
T-1-00 
Equivalência que será mostrada na proposição seguinte. 
Proposição 4.1.2 Se lim rer(o) =O, para i5 >O fixo, então dado :c> O, o sistema fuzzy 
T-+X 
Sr satisfaz a propriedade p( E. I r, r5). 
Demonstração: Pela hipótese temos que, dado ê > O existe r0 E N tal que rer(o) :S ê, 
para todo r ::0: r0 . Logo 
conseqüentemente, 
< 
er(o) = . Jfl.aX { sup bi(x)} :Se/r, 
zEi_l, ... ,r} d(X,Zi)2:0 
onde zi E [AijD e r ::0: ro. Então, para todo i E {1, ... , r} temos que b;(x) :S er(5) :S c IL 
para d(x, zi) 2: o e r ::0: r0 . Portanto Sr satisfaz a propriedade p(s/r, 5). 
c 
Observação: Denotaremos r l : iR -+ Z como sendo a função maior inteiro, ou seja, 
dado x E iR temos que rxl = min{y E Z;y ::0: x} 
Lema 4.1.3 Sejam 5 > O, X C iRm com X C !x10 , xu] x ... x [xmo, xmd. Existe uma 
seqüência de sistemas fuzzy S, com domínio X tais que lim re,(5) =O, sendo r o número 
r--+oo 
de regras em Sr. 
Demonstração: Queremos demonstrar este lema construindo uma seqüência de siste-
mas fuzzy 5, com a propriedade desejada. Seja o > O fixo. Para .0. > O definimos 
para k E {L ... ,m}. 
h _ ,(xkl- Xko) 1 d = (xkl- Xko) < , k - : 6 i e k hk - .:..l, 
Seja J = {j = (jl, ... , jm); O :S J1 :S h1, ... , O :S jm :S hm} e Zj = (xlO + 
j 1 d1: ... , Xmo + jmdm) para 1 :S k :S m, O :S jk :S hk· Considere os conjuntos fuzzy 
Ai definidos por 
( , (-4ln(2)lx- zil
2
) 
fJ. .4, x J = exp , 2 .. m'-" 
(4.5) 
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Agora, tomemos de maneira que dependa do número de regras r de S" ou seja, 
L> é um número real positivo tal que r = h1.h2 ... hm. Para a construção do sistema, 
usaremos o fato que para cada x E 
Tomando.\ 2: l/2 temos, 
podemos encontrar j E J tal que 
4ln(2)02 
onde c1 = --'-:__ m 
De fato, pois 
m 
temos por 4.4 que.\::; ~j';(~.UA,(x)::; I>A/x), logo 
-- j=l 
1 1 
2 > - > -----;;,------
- .\- m 
inf '"'",u4o(x) 
1x-z-1>5 L__, J 
' z- j=l 
então, por 4.7 e por 4.8 temos que 
sendo assim, 
sup b1(x)::; 2 sup ,UAi(x), 
jx-zil2:6 jx-zil2::ó 
er(o) ::; 2 sup ,uA;(x). 
jx-zil2:0 
Como, sup J.lAi(x) ocorre quando lx- z11 = 5 temos, 
jx-z~12:0 
Portanto de 4.9 e 4.10 concluímos a inequação 4.6. 
Ainda. 
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Por 4.6 e 4.11 temos que 
X a 
Usando o fato que lim r b' = O para qualquer a, b E N, podemos concluir que 
x.......,.x exp\x J 
lim rer(5) =O. 
r..-:,.oc 
É importante observarmos na demonstração do lema acima que as funções de per-
tinência que representam os conjuntos fuzzy Ai que compõem o sistema fuzzy Sr são da 
forma Gaussiana 4.5. 
'\o resultado principal dessa seção utilizaremos como distância, entre conjuntos fuzzy, 
a métrica 
D(A B) = sup h([A]"[B]"), (4.12) 
Q 
definida em F( X), onde h é a métrica de Hausdorff que é dada por 
h( A, B) = max{pC4, B), p(B, A)}, 
sendo p(A, B) = sup[inf li a- b li] e li · li é a norma em X. 
aEA bEB 
Definiremos agora para cada A E ên a função, 
[Q. 111 X 5n -t ]R ' . 
(a,y) -t max{(y,x);x E [A]"}, 
onde (., .) é o produto interno e Sn {x E lRn; lxl = 1} a esfera unitária em lRn. É 
demonstrado em [6] que a aplicação r.(A) = SP.A é um homeomorfismo linear de em no 
espaço de Banach 
com a norma 
onde I/(.) é a variação total e BV([O, 1]) é o espaço das funções limitadas em [O, 1], e 
Lx(C, V) é o espaço das funções limitadas do espaço compacto Uno espaço normado V 
com a norma lf! = SUPusr: lf(x)lv-· 
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Usaremos no teorema seguinte o fato de que continuidade de G(x) = /lS(x) é equiva-
lente a continuidade de Sc(x) [7]. 
Antes de enunciar o principal resultado desta seção, vamos lembrar que a cada sistema 
Sr, com r regras, existe uma aplicação G, de modo que Gr(x) é a saída fuzzy do sistema 
Sr para a entrada x, sem defuzzificação. 
Teorema 4.1.4 Sejam X C Rm compacto e F X ---+ uma função fuzzy contínua. 
Então. existe uma seqüência de sistemas fuzzy Sn, asBociados as funçõeB fuzzy Gn que 
satisfazem 
lim Gn =F 
n-+oo 
uniformemente em . Isto é, D(Gn , F(x))---+ O uniformemente em X quando n---+ x. 
Demonstração: Consideremos o conjunto dos valores z1 , ... , Zr e seja /lB, = F(zi) (i = 
L __ . , r) em um sistema fuzzy S. Para a correspondente função fuzzy G, temos em [1] 
que 
T 
Sc(x) = Lbi(x)SMBi 
i=: 1 
Provar este teorema é provar que existe uma seqüência de sistema fuzzy Sn com funções 
associadas Gn tais que Sc.(x)---+ SF(x) uniformemente em X. 
Como I:;~r b;(x) = 1 e (a+ 8)/lA = CY/lA + 811A para todo A E En, segue-se que 
r 
F(x) = Lb;(x)F(x) 
i::::l 
Sendo S F contínua no compacto X temos que 
( 4.13) 
e existe l'vf > O tal que ISF(x) :'Õ 1\!I para todo x E X. 
Consideremos agora a função fuzzy G associada a um sistema fuzzy S com r regras, 
que satisfaz a propriedade p(c:1 ,S), onde s 1 = E/(4rl\!I). A existência do sistema acima é 
garantida pelo lema 4. 1.3. 
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Assim, 
r 







Assim. F é contínua no compacto 
Sc(x) -+ SF(x) uniformemente em X. 
então F é uniformemente contínua em , logo 
A grosso modo, o resultado acima concretiza o que foi visto no capítulo 2, ou seja, 
concretiza matematicamente a idéia de que aproximação de sistemas fuzzy baseados em 
regras lingüísticas é a tentativa de cobrir uma curva, da melhor forma possível, utilizando 
"grânulos". Assim, quanto mais grânulos tivermos e menores eles forem, melhor será a 
cobertura. E é isto que diz o resultado acima, quanto menor for a base dos conjuntos 
fuzzy de forma Gaussiana que modelam o fenômeno estudado e mais regras tivermos para 
explicar este fenômeno, mais precisa será a aproximação. 
4.2 Aproximação Universal de Funções Fuzzy via Ex-
tensão de Zadeh 
Nesta seção discutiremos um método de aproximação universal de funções fuzzy uti-
lizando o princípio de extensão de Zadeh. É importante ressaltar que neste caso não 
utilizaremos sistemas fuzzy como aproximadores, pois a função f que modela o fenômeno 
já é dada. 
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4.2.1 Aproximação Universal de Funções Fuzzy via Extensão de 
Zadeh em Conjuntos Densos 
Sejam Gia. b] o conjunto de todas as funções contínuas f : [a, b] -+ R e H[a, b] 
um subconjunto denso de C[a, b]. Vimos anteriormente (seção 3.1) que H[a, b] é um 
aproxirnador universal de C[ a, b]: Dado f E C[a, b] e E > O, então existe g E H[a, b] tal 
que f - g(x) i <E, para todo x E [a, b]. 
Seja Ae[a, b] o conjunto de todas aplicações j de números fuzzy de [a, b] em números 
fuzzy, onde j é a extensão de Zadeh de f E C[ a, b]. e seja H[ a, b] o conjunto das extensões 
de Zadeh de todas as funções g E H[a, b]. "v1ostraremos nessa seção que H[a, b] é um 
aproximador universal de Ae[a, b]. ou seja, H[a, b] é denso em Ae[a, b]. Assim, se existir 
um número de subconjuntos denso de C[a. b] teremos um número de aproximadores 
universais de funções contínuas fuzzy (todas em Ae[a, b]). 
utilizaremos a métrica dada em 4.12. 
Corno os níveis dos números fuzzy iVJ e N sempre são intervalos fechados e utilizando 
a métrica dada em 4.12, temos que 
D(NJ, N) = supmax{jm1(a)- n 1(a)l, jm2(a)- n2(a)l}. (4.14) 
a 
onde [AI]"= [m1 (a),m2(a)] e [N]" = [n1 (a),n2 (a)] para todo a E [O, 1]. 
Para encontra um aproximador universal de A[ a, b]. devemos encontrar um conjunto 
I de funções g : F[ a, b] -+F (não necessariamente contínua) tal que se h E A[ a, b] e E> O 
então existe g E I onde 
D(h(A),g(A))::; E, 
para todo A E .F[a, b]. 
Agora, enunciaremos o resultado principal desta seção. 
Teorema 4.2.1 H[a, b] é um aproximador universal de Ae[a, b]. 
Demonstração: Antes, vamos observar que se f E C[ a, b] e j é sua extensão de Zadeh 
(} E Ae[a, b]), dado A E F[ a, b] definimos ](A) = Jls, pela proposição 1.5.5, temos que 
[B]" = [b1 (a),b2 (a)], onde 
b1 (a) = min{f(x ); x E [A.]"} 
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e 
b2 (o) = max{f(x);x E }. 
Dado E > O, existe g E H[a., b] tal que 
lf(x)- g(x)l <E, (4.15) 
para todo x E [a, b]. Denotaremos por g E H[ a, b] a extensão de Zadeh de g. Se g(A) = f-Jc, 
então novamente pela proposição 1.5.5, temos que [C]o- = [c1 (a), c2 (o)]. onde 
c1 (a) = min{g(x);x E [A]o-} 
e 
c2 = max{g(x); x E 
Queremos mostrar que lc1(o)- b1 (o)l <E e lc2(o)- b2 (o)l <E, para todo o, pois 
pela equação 4.14 teremos o resultado desejado. Como as argumentos usados nas provas 
são similares, provaremos apenas que jc1 (o)- b1 (a)i <E, para todo o. 
Sejam A E .F[a., b] e o E [O, 1]. Sejam (3, 'i E [A]" tais que b1 (a) = f(B) e c1 (o) = g('f). 
Suponha que c1(o) :<:; b1(o)- c:, então (por 4.15) 
Absurdo, pois f((3) = min{f(x); x E [A]o-}. Portanto, 
( 4.16) 
Por outro lado, suponha que c1 (a) 2: b1(o) +E, então (por 4.15) 
Absurdo novamente, pois gb) = min{g(x);x E [A]"}. Portanto, 
c1 (a) < b1 (a) + E. ( 4.17) 
Conseqüentemente, de 4.16 e 4.17 temos que lc1 (a)- b1 (a)i <E, para todo a. [J 
Corolário 4.2.2 O conjunto das extensões de Zadeh Fn[a, b] das funções polinomiais 
definidas em [a, b] é um aproximador universal de Ae[a, b]. 
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4.2.2 Aproximação Universal de Funções Fuzzy via Extensão de 
Zadeh em uma Vizinhança Compacta 
:\esta seção discutiremos mais um método de aproximação universal de funções fu-
zzy utilizando o princípio de extensão de Zadeh. É importante ressaltar novamente que 
este método não envolve sistemas fuzzy baseados em regras lingüísticas, pois neste caso 
assumiremos que temos em mãos a função que modela o fenômeno em estudo. 
Este método foi baseando no resultado de teoria de aproximação clássica de funções, 
em que uma função contínua f : lRn -t JR.n, pode ser aproximada em uma vizinhança 
por uma função g(x) = ax +bonde a, b E R Assim, podemos obter resultados próximo 
do desejado manuseando uma função teoricamente mais simples. Desta forma, Román-
Flores, Barros €'3 Bassanezi [3] demonstraram um resultado no mesmo sentido envolvendo 
o princípio da extensão de Zadeh. Portanto, antes de estendermos uma função e depois a 
aproximar, podemos a aproximar e então estendermos via Extensão de Zadeh. 
Agora, apresentaremos resultados e notações que serão muito importantes para de-
monstrar o resultado principal desta seção. 
Denotaremos por K(JR.n) a família dos subconjuntos não-vazios compactos de lRn, O 
próximo lema é um resultado de análise bem conhecido [3]. 
Lema 4.2.3 Sejam f : lí?:n -7 lRn contínua e X E K(JR.n) _ Então a aplicação 
onde /(A)= f(A) = {f(a): a E A}, é uniformemente contínua na métrica de Hausdorff. 
Teorema 4.2.4 Sejam f, g : Rn -t lí?:n com f contínua, e g verificando a equação 
[ii(!-L)]" = g([!-L]"'), Xo E lRn, e suponha que 11 f- g lloc< c(métrica uniforme) em al-
gum compacto X, com x 0 E I nt(X) _ 
Então, existe uma vizinhança compacta V = ·v(x0 ) Ç X tal que Doc(J. g) < 3c em 
FK(l') = {!1 E FK(Rn): [11] 0 Ç V}, onde 
D 00 (],g) = sup D(J(!l),!J(!l)). 
pEFx(\/) 
Demonstração: Seja E> O. Se f é contínua então [](!1)]" = f([!-L]"')(teorema 1.4.4) e 
.f é uniformemente contínua em K(X)(Iema 4.2.3). Logo, existe i5 > O tal que 
h(f(A), f(B)) <E ( 4.18) 
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para A, B E K(X), quando h( A, B) < i5. 
Seja r um número real positivo tal que r< S/2 e x 0 E B(x0 ,r) C X. 
Se =B(xo,r)eJlEFK ·)então 
D sup h([/(Jl)]", [!i(Jl)]") 
a:E:O.l] 
sup h(f([Jl]"), g([Jl]")) 
oE:O,lJ 
< sup h(J([Jl]"),f([J1] 0)) + sup h(f([flr),g([Jl]")) 
oE[0,1; 
< E+ SUp h(J([Jln g([Jl]")). 
oE[ü,l~ 
.1,gora, seja a E [O, 1] e suponha que h(J([f1] 0 ), g([Jl]")) > 2E:. 
Então, sem perda de generalidade, podemos afirmar que existe z E f([J1] 0 ) e u: E 
g([Jl]") tal que llz- w ;::: 2:o:. 
Porém, z = f(a) para algum a E [f1] 0 c;: V, e w = g(b) para algum b E [Jl]" c;: [JlJO C 
V. 
Assim, a, b E V = B(xo, r) c;: X, então 1,\a- b\\ = h( {a}, {b}) < S, e por 4.18 temos 
que llf(a)- f(b)fi = h(f{a},j{b}) <E. 
Por outro lado, temos pela hipótese que ilf(b)- g(b)\1::; llf- g\loo <E: em X. 
Conseqüentemente, 
2E: :S llf(a)- f(b)\1 + l!f(b)- g(b)!l < 2E:. 
O que é um absurdo. Portanto, h(J([f1] 0),g([fl]"))::; 2E, ou seja, D 00 (},g) < 3ê. D 
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